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VI Vorrede. 

Schaft liehe und technisehe gebracht werden müssen, 
diese aber schnell und in reicher Auswahl meinem 
Werke entnommen werden können. 

Man hat anerkannt, dass bei den Studirenden der 
Naturwissenschaften, des Hochbaues und der 
Technik nur auf diese Weise eine andauernde Freude 
am Studium der höheren Mathematik erzeugt und erhalten 
werden kann ; man hat betont, dass das Lösen solcher Auf- 
gaben der Weg ist, auf welchem man dazu kommt, frucht- 
bringende Anwendung der Mathematik auf den verschieden- 
artigsten Berufsgebieten zu erlernen. 

Es ist durch die Herren Beurtheiler meines Werkes 
hervorgehoben worden , dass durch die mathematische Be- 
handlung naturwissenschaftlicher, technischer, 
volkswirthschaft lieber und ähnlicher Probleme eine 
Art des Denkens ausgebildet wird, die (direct oder indirect) 
auf den verschiedenartigsten Gebieten nutzenbringend wirkt. 

Man hat mit Recht gesagt, es sei das Lösen von der- 
artigen aus dem Leben gegriffenen Aufgaben ein vor- 
zügliches Mittel, die Studirenden zu einer wahrhaft wissen- 
schaftlichen späteiren Erweiterung der mathematischen 
Theile ihrer Fachgebiete zu erziehen. 

Der seit etwa zehn Jahren zwischen den Mathema- 
tikern und den Technikern bestehende Kampf ist all- 
gemein bekannt. Mein Werk über Anwendungen der In- 
finitesimalrechnung wird , das hoffe ich , dazu beitragen, 
zwischen den Kämpfenden zu vermitteln. Man wird 
aus ihm leicht entnehmen können , dass es ein grosser 
Fehler wäre , in den Naturwissenschaften und in der 
Technik auf die Hilfe der Infinitesimalrechnung ganz zu 
verzichten, dass aber andererseits schon die (wissen- 
schaftlich vorgetragenen) Anfangsgründe der 
letzteren hinreichen , um die sehr grosse Menge der ge- 
wöhnlichen Aufgaben mit Leichtigkeit mathema- 
tisch zu lösen. 

Man wird bei dem Studium meines Werkes erkennen, 
dass es für Diejenigen, welche Naturwissenschaften oder 
Technik studiren, unerlässlich not h wendig, aber für die 
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Mehrzahl derselben auch hinreichend ist, sich mit 
den wissenschaftlichen Grundzügen der Infinitesimal- 
rechnung (und mit deren Anwendungen) bekannt zu machen. 
Es wird sich zeigen, dass man, wenn es an Zeit fehlt, ein 
tieferes Eindringen in die höchst anziehenden schwierig- 
eren Theorien der höheren Analysis Denen zu überlassen 
hat, welche infolge einer ungewöhnlich hohen Begabung 
fähig sind, die grosse Arbeitslast, die das Studium der Natur- 
wissenschaften oder der Technik auferlegt, durch sehr umfang- 
reiche und sehr tiefe mathematische Studien wesentlich zu 
vermehren, um späterhin an der Führerschaft bei der 
mathematischen Weiterbildung der Naturwissenschaften 
und der Technik theilzunehmen. 

Dass die höhere Mathematik in diesem Sinne, also 
mit der genannten Einschränkung , auch von allen wissen- 
schaftlich gebildeten Technikern als ein unentbehrlicher 
Bundesgenosse angesehen wird, ist wohl zweifellos. Es 
geht dies aus sehr vielen Aussprüchen hervor; z. B. aus 
den höchst werth vollen Bemerkungen, welche Herr A. F ö p p 1 
(Technische Hochschule München) im October 1897 auf 
Seite YII — IX des Vorworts zum dritten Bande seiner 
„Vorlesungen über technische Mechanik " gemacht hat ; 
ferner aus Dem, was, der wiirttembergische Baudirector 
Herr C. v. B a c h (Technische Hochschule Stuttgart) in der 
Vorrede zur dritten Auflage seines Werkes „Elasticität und 
Festigkeit" auf Seite X und XI sagt. 

Andererseits aber haben die an den Technischen 
Hochschulen, Bergakademien u. s. w. wirkenden 
Mathematiker die Pflicht , sich nicht nur mit den 
Naturwissenschaften, sondern auch mit der Technik 
hinreichend bekannt zu machen , wenn dies ihr Bildungs- 
gang nicht schon mit sich gebracht hat. Unterlassen sie 
es, genügende Kenntnisse auf jenen Gebieten zu erwerben, 
so werden sie bezüglich der Auswahl, des TJmfanges und 
der Behandlungsweise der vorzutragenden mathematischen 
Theorien sehr leicht Fehler machen. 

Ich hoffe, dass mein Werk über Anwendungen der In- 
finitesimalrechnung dazu beitragen wird , das Erwerben 
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VIII Vorrede. 

solcher Kenntnisse zu erleichtern; ich hoffe auch, dass die 
Herren CoUegen es benutzen werden, um durch das Stellen 
von naturwissenschaftlichen und technischen Aufgaben die 
Lernlust ihrer Zuhörer zu steigern. 

Selbst diejenigen Professoren der Mathematik, welche 
pV^ die Technik wenig kennen, oder der Meinung sind, dass 

^. in ihren Vorlesungen über Infinitesimalrechnung keine Ver- 

gf' . anlassung oder keine Zeit zu naturwissenschaftlichen 

|; und technischen Anwendungen vorhanden sei, werden gut 

f. . thun, am Schlüsse eines jeden Hauptabschnittes der Theorien 

wenigstens eine Verweisung auf die betreffenden Capitel 
meines Werkes zu geben. Das erfordert sehr wenig Zeit 
und wird viele Zuhörer anregen , sich mit naturwissen- 
schaftlichen oder technischen Anwendungen daheim zu be- 
schäftigen. 

Besonders aber rathe ich den jungen Mathematikern, 
welche später an Technischen Hochschulen an- 
gestellt zu werden wünschen, mein Werk über Anwendungen 
der Infinitesimalrechnung zu benutzen und sich dadurch 
(selbstverständlich auch auf möglichst viele andere Weisen) 
Verständniss für die Technik und ihre mathematischen Be- 
dürfnisse zu erwerben. Denn die Techniker sind fest ent- 
schlossen, mit allen Kräften dafür einzutreten, dass an den 
genannten Lehranstalten künftighin nur solche Mathema- 
tiker angestellt werden, welche durch ihren Studiengang 
und durch veröffentlichte Arbeiten gezeigt haben, dass es 
ihnen an Interesse und Verständniss für die Technik und 
deren eigenartige (oft unterschätzte) Wissenschaftlich- 
keit nicht fehlt, sie mithin auch gewillt sind, den Bedürf- 
nissen derselben so viel wie möglich Rechnung zu tragen. — 
Der vorliegende dritte Theil meines Werkes über An- 
wendungen der Infinitesimalrechnung (welcher, wie jeder der 
; sechs Theile, ein selbstständiges Ganzes bildet) ist 

in erster Linie für Architekten, Bauingenieure 
und Vermessungsingenieure bestimmt. 

Bei einer Durchsicht des „Inhaltsverzeichnisses" 
(Seite XI — XVI) und des Sachenverzeichnisses 
(Seite 341 — 344) wird wohl jeder Benutzer des vorliegenden 
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Buches viele Aufgaben finden, die ihn anziehen und 
zur Behandlung auffordern. 

Dass ich an manchen Stellen nur „Anregungen" 
und „Anmerkungen" gegeben habe, wird Denen lieb 
sein, welche zu eigenen selbstständigen Arbeiten 
veranlasst sein wollen, oder (als Lehrer) hierzu Material 
darzubieten wünschen. 

Auch mit den zahlreichen Literaturangaben hoffe 
ich den Wünschen vieler Benutzer des Buches entsprochen 
zu haben. 

Den Fehlerberechnungen und den Näherungs- 
formeln ist (aus naheliegenden Gründen) besondere Be- 
achtung geschenkt worden; ebenso einigen Gebieten der 
Geodäsie. (Man sehe diese Worte im „Sachenverzeichniss" ; 
Seite 341.) 

Die Anschauung habe ich so viel wie möglich berück- 
sichtigt, also die blosse „Arithmetisirung" gewissen- 
haft vermieden.*) Es ist z. B. der zwischen den Diffe- 
renzen und Differentialen, also der zwischen den 
endlich kleinen und den unendlich kleinen Ver- 
änderungen bestehende Zusammenhang an vielen Stellen 
durch Figuren erläutert worden. (Siehe die Seiten 4, 
15, 19, 24, 30, 31, 39, 44 und 50.) Diejenigen, welche den 
Vortheil kennen, den graphische Darstellungen dar- 
bieten, werden es billigen, dass auf diese Weise viele 
Differentialformeln eine Veranschaulichung 
gefunden haben. 

Herzlichen Dank sage ich Denen, welche persönlich 
oder durch veröffentlichte Recensionen zum Bekanntwerden 
der früher erschienenen Theile meines Werkes beigetragen 
haben. Insbesondere danke ich den Herren Cantor (Uni- 
versität Heidelberg), C z u b e r (Technische Hochschule Wien), 
Frischauf (Universität Graz), Gretschel (Bergakademie 
Freiberg) , Grübler (Technische Hochschule Berlin) , 

*) Man beachte die im „Literaturverzeichnisse genannte Schrift 
des Herrn F. Klein (Universität Göttingen); insbesondere die Seite 90 
derselben. Sie tritt sehr entschieden für die Mitbenutzung der An- 
schauung ein. 
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X Vorrede. 

Günther (Technische Hochschule München) , G n t z m e r 
(Universität Halle) , H e y m a n n (Technische Staatslehr- 
anstalten in Chemnitz) , Holzmüller (Gewerbeschule zu 
Hagen), Hoppe (Universität Berlin), Kiepert (Technische 
Hochschule Hannover) , Lampe (Technische Hochschule 
Berlin), Leissner (Berlin), s t w a 1 d (Universität Leipzig), 
Bühlmann (Landwirthschaftliche Lehranstalt in Döbeln) 
und Wangerin (Universität Halle). 

Die kritischen Bemerkungen, welche von den genannten 
Herren in ihren wohlwollenden und anerkennenden Be- 
sprechungen der beiden ersten Theile meines Werkes ge- 
macht worden sind, haben für den hiermit zur Veröffent- 
lichung kommenden dritten Theil gewissenhafte Berück- 
sichtigung gefunden. 

Diesem dritten Theile werden die noch fehlenden ver- 
hältnissmässig schnell folgen. Ich bitte zu entschuldigen, 
dass zwischen dem Erscheinen des zweiten und des dritten 
Theils eine leider sehr lange Pause gelegen hat (verursacht 
dadurch , dass meine Professur mich zu anderen Veröffent- 
lichungen zwang , die jetzt erledigt sind). Da jeder der 
sechs Theile des Gesammtwerkes ein in sich abgeschlossenes 
Ganzes , also ein selbstständiges Buch , bildet , so wird der 
durch die Verzögerung entstandene Nachtheil kein be- 
deutender gewesen sein. 

Dresden, am 27. Januar 1899. 

A. Fuhrmann. 
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CapitelTV. 

MAXIMA UND MINIMA. 

(Grösstwerthe und Kleinstwerthe.) 



MAXIMA UND MINIMA DER FUNCTIONEN EINER 

VERÄNDERLICHEN. 



§ 48. Einzelne Aufgaben über Gebändeförinen. *) 

A. 

Bei manchen Gebäuden handelt es sich in erster Linie darum, 
sie — unbeschadet der Zweckmässigkeit und Festigkeit — mög- 
lichst billig herzustellen. Diese Bedingung tritt besonders 
dann in den Vordergrund, wenn derartige Gebäude nicht einzeln, 
sondern gleichzeitig zu Hunderten auszuführen sind, wie z. B. die 
Wohnhäuser in Arbeitercolonien, die Bahnwärter- 
häuser u. s. w. 

In solchen Fällen ist es von Werth, zu erfahren, wie man — 
bei vorgeschriebener (oder gewählter) Grundform, Anordnung der 
Zwischenwände und Stärke der Mauern — die Abmessungen 
der Grundrissform zu wählen hat, damit bei unverändertem 
Flächeninhalte der letzteren die Gesammtmauermasse am 
kleinsten werde, mithin auch alle diejenigen Kosten zu einem 
Minimum, welche von der Grösse dieser Masse oder von dem 
Inhalte der abzuputzenden und zu bemalenden Wandflächen ab- 



*) Näheres über Gebäudeformen findet man in einer Abhandlung, 
die vom Verfasser des vorliegenden Werkes im 25. Bande des „Civil- 
ingenieurs* auf Seite 135 — 174 veröffentlicht worden ist. (Zum Theil 
auch im § 49, welcher einen Theil jener Abhandlung enthält.) 

Fährmann, Anwendangen d. Infinitesimalrechnnng. Th. III. 13 



Maxima und Min 



hängen. Ergiebt die Rechnung Dimensionen , welche in keiner 
Weise der Zweckmässigkeit tmd den etwa sonst noch zu nehmenden 
Rücksichten widersprechen, ao ist es ein Fehler, diese Ab- 
messungen , die wir kurzweg die günstigsten nennen wollen, 
unbenutzt zu lassen ; ergiebt sie aber solche , welche nicht 
unmittelbitT verwendbar sind, so kennt man wenigstens das Ziel , 
dem man zustreben mnsa, ao weit die umstände ea gestatten. 

Dass in manchen Kreisen irrthümliche Ansichten über 
diesen Gegenstand sich verbreitet finden, ist bekannt. Er möge 
im Folgeaden sowohl in der Form einzelner Aufgaben 
(unter B — F), als aach allgemein (im § 49) Behandlung 
finden. Um hierbei möglichste Einfachheit zu erreichen , setzen 
wir in den §§ 48 and 49 freistehende Gebäude voraus 
(was keine bedeutende Einschränkung ist, weil die eingebauten 
leicht auf die freiatehenden zurückgeführt werden können) be- 
trachten auch, bis auf Weiteres, immer nur ein Stockwerk 
derselben und zwar ein solches ohne Dach. 



I erste der unter A genannten Aufgaben soll dienen : 
le grosse Anzahl möglichst billig herzustellender Gebäude 
^ahnwärterh&user) soll den durch die Fig. 74 an- 
gegebenen Grnndriss erhalten, 
in welchem die Geraden die 
Mittellinien der Mauern 
bedeuten, EF= \ der Front- 
länge X Yorgeschrleben ist, 
a ein Zimmer, h eine Kammer, 
c einen Vorplatz darstellt. 

Um an Material zu sparen, 

will man (so weit es sonstige 

Rückaichten gestatten) die Di- 

1 X und y ao wählen, 





Fl«. T4. 


h 






a 




F 




e 





n^ 



i vorgeschriebenem Flächeninhalte 

xy = J 
mme L der Längen aller M 
^insten wird. 



ermittellinien 
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L Wie müssen die Abmessungen x und y gewählt werden 
(ausgedrückt durch J"), damit jene Minimum-Bedingung erfüllt sei? 

II. Welchen Werth hat das imin? 

ni. Wieviel Procent des Lmin setzt man zu, wenn man x = y 
nimmt, statt das unter I gefundene günstigste Verhältniss 
der Frontlänge zur Tiefe zu benutzen ? Oder, anders ausgedrückt, 
wieviel beträgt der durch die Gleichung 

2) N= Lx = f — Lmia 

definirte Nachtheil N, wenn x = y genommen wird? 

IV. Was ergiebt sich für den besonderen Fall, in welchem 
J zu 20 Quadratmeter vorgeschrieben ist? 

Lösung. I. Man hat, gemäss Fig. 74, 

3) L = 2x-i-lx-{-Syi 

also, wegen Nr. 1, 

Mithin handelt es sich um das Minimum der Function 

4 J 

5) f{x):==: — X + -^' 

Die beiden ersten Differentialquotienten dieser Function haben die 
Werthe 

^ b x^ 
und 

Daher wird L am kleinsten, wenn Nr. 6 gleich Null und 
gleichzeitig Nr. 7 positiv ist. *) Das tritt ein für 

x^ 5 ' 
Der das Lmin herbeiführende „günstigste" Betrag von x, 
welcher | heissen möge, ist mithin: 

8) ^=^}/b~J. 



*) Über die Sätze, welche bezüglich der Maxima und Minima der 
Functionen einer Veränderlichen Giltigkeit haben, also für den Ab- 
schnitt A des vorliegenden III. Capitels in Betracht kommen, sehe man, 
wenn nöthig, Schlömilch, Compendium der höheren Analysis, Bd. I, § 33. 

13* 
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Gemäss Nr. 1 gehört hieizii als , günstigster" Werth von y, den 
■wir ij nennen wollen : 

9) rj=\ vrj. 

Laut Nt. 8 und 9 hat man : 

1 4 

iile YerhältnisB der den Kleinatwerth von L erzeugenden 
Dimt^nsionen. Dasselbe ist, wie die Fig. 74 zeigt, für die Bau- 
praxia ganz brauchbar. 

n. Mit Nr. 8 giebt Nr. 4 bezüglich der gesuchten Minimal- 
länge der Summe aller Maaermittellinien : 
11) Ln,i^ = ~VIJ. 

III. Wild der GrondrisB quadratisch genommen (statt 
in der durch die Gleichung Nr. 10 bestimmten günstigsten Weise), 
so hat der hiermit eintretende durch Nr. 2 definirte „N a o h - 
theil" den Werth 

Es ist also 

13) W = 5 (9 (/ä"— 20) Procent des L„,„ ; 

oder, auf vier Decimalatellen abgerundet : 

1-1) if = 0,006S Lniln, 

mithin in diesem Falle sehr unbedeutend. 

Anmerkung. Man vergleiche jedoch das Folgende, welches 
Kiiin Theü sehr erhebliche Nachtheile feststellt. 

IV. In dem durch die Aufgabe genannten besonderen 
Falle (J"^20 Quadratmeter) ergiebt sich: 

15) 1=5 Meter, 

16) ,} = i , , 

It) Ln,i„ = 24 , , 

18) N=(i,u , ■ 



Es sei nun die zweite Aufgabe gestellt : die im vorigen Ab- 
achnittR (B) ausgesprochenen Fragen Nr. I , II und III für den 
Fall zu beantworten, in welchem der Gebäudegrundriss die durch 
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die Fig. 75 dargestellte Form hat. Letztere möge färArbeiter- 
wohnhäuser gewählt sein, die (in sehr grosser Anzahl) wegen 
der' Schaffang einer Arbeitercolonie zu erbauen sind. Die 
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Fig. 76. 
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Geraden der Fig. 75 sollen (wie in Fig. 74) die Mittellinien 
der Mauern bedeuten. Es soll dabei 

19) FG = \x, T)E = \y 

sein ; ferner a ein Wohnzimmer, 6 ein Schlafzimmer, c eine Haus- 
flur, d eine Werkstätte, e die Küche, f eine Niederlage. 

Die allgemeinen Ergebnisse (I, II, IE) sollen schliesslich 
auf den besonderen Fall 

20) J = 100 Quadratmeter 
Anwendung finden. 

Lösung. L Die zu einem Minimum zu machende Function ist : 



21) 



fix) = — X H 



Demgemäss ergiebt sich (auf dem unter B genannten Wege) als 
die zu wählende „günstigste" Frontlänge: 

22) § = 1,237 )/7; 

als zugehörige Tiefe: 

23) J? = 0,808 l/7, 

wobei die Vorzahlen auf drei Decimalstellen abgerundet sind. 
Das Verhältniss 



24) 



= 1,531, 



mithin nahezu 3:2, ist (was die Fig. 75 sofort erkennen läsat) 
für die Praxis ganz brauchbar. 
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IL Die Werthe Nr. 22 und 23 geben : 

25) imln = 7,111 j/j. 

ni. Bei der Benutzung quadratischen Grundrisses ist 
(abgerundet) der durch Nr. 2.deßiiirte Nachtheil 

26) iV=0,02iniin, 

beträgt also zwei Procent. 

IV. Für den durch Nr. 20 bezeichneten Sonderfall hat 
man (wieder abgerundet) 

27) I = 12,37 Meter, t] = 8,o8 Meter, 

28) imin = 71,11 Meter. 



D. 

In der Regel sind die Zwischenmauern der Gebäude 
weniger dick als die A u s s e n m a u e r n ; auch bestehen sie 
oft aus einem billigeren Material. Um die in dieser Be- 
ziehung nöthigen Rücksichtnahmen vorläufig wenigstens anzu- 
deuten*), möge folgende Aufgabe gestellt sein: 

Ein einstöckiges Wohnhaus, für drei Arbeiter- 
familien bestimmt, soll den durch die Fig. 76 angedeuteten 
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Grundriss erhalten, welcher nur die Mittellinien der Mauern 
angiebt und in welchem a einen Vorplatz mit Treppe nach dem 



*) Näheres hierüber lehrt der Abschnitt B des § 49. 
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Bodenräume, 6 eine Wohnstube (zugleich Küche), c eine Schlaf- 
stube, d eine Kammer bedeutet. 

Es soll 

29) AE=\x, GB — \x, JK=iy 

sein. Die Dicke der Zwischenmauern soll im Mittel (also durch- 
schnittlich) — derjenigen der Umfassungsmauern betragen und 

das Material der Zwischenmauern — des Werthes des Materials 

n 

der Umfassungsmauern haben. 

I. Wie muss man x und y wählen, wenn bei vorgeschrie- 
benem Constanten Flächeninhalte 

30) J = xy 

die gesammte mittelst der Faktoren — und — auf Dicke und Güte 

m n 

der Aussenwände reducirte Mauernlänge L am kleinsten 

sein soll ? 

n. Welche Werthe haben diese günstigsten x und y, die 
wieder ^ und rj heissen mögen, und welchen Werth hat ihr Ver- 

fc 12 

hältniss — , für — = -:r (im Durchschnitt) und n = 1? 
f] m S ^ 

Lösung. I. Es ist, gemäss Fig. 76, 

31) L = 2a;+(|a;+|a;-f|a;)^-f-2y+ay+3y)^, 
also 

32) £ = ^^{2(15»MM+13)«+10(3m« + 5)-J}. 

Setzt man zur Abkürzung 

33) 2(15ww+13) = 0i 
und 

34) 10(3mw4-5) = C3, 
so ist 

j 

35) /(ic) = Cia;-f- 6*2 — 

. X 

die Function, welche zu einem Minimum werden soll. 

Mithin ergiebt sich als „günstigste" Frontlänge: 
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38) 
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Füt 


»t 
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und n = 

i = 


= 1 hat mau 

Vif}, 

vn7. 


40) 








^ = 


ti = l.-, 



i. i. nahezu 4:3, mithin, wie die Fig. 76 zeigt, 
praxia ganz gut verwendbar. 



Ein Gebäude soll die durch die Fig. 77 angegebene Grund- 
form erhalten; die Breite FG des an das Rechteck ABCD an-. 




stosaenden Rechtecks EFGC soll gleich ax sein, nämlich ein 
vorgeschriebener echter Bruchtheil der Dimension A D. Die Vor- 
sjjrungtiefe EF sei gleich bx, nämlich als Bruchtheil von FG, 
mithia anch als solcher von AD vorgeschrieben. 

1. Wie müssen die Dimensionen 

AD = X und AS = y 
>;t!\välilt werden , damit bei dem geforderten Flächeninhalte J ^ 
äBJjFGD der Umfang ü am kleinsten ausfalle? 

n. Welchen Werth hat das U.nin? 
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in. Dm wieviel übertrifft es 4en Umfang üq des flächen- 
gleichen Quadrates? 

IV. Wie lauten die Ergebnisse für den besonderen Fall 

41) FG = ^x, EF=^FG? 
Lösung. Da der Umfang 

42) f7=2((l + 6)ir + y) 
ist und der Flächeninhalt 



43) 


J = xy -{-abx^y 


so hat man: 




44) 


U^2(il-{-b-ah)x-^^); 


also in 




45) 


fix) {i + i-ab)x-^^ 

X 


die auf ihren Kleinstwerth herabzudrückende Function. 


Demgemäss 


ergiebt sich 


46) 


^ r 1 + 6(1 o) 


als die zu wählende Länge AD des Gebäudes; und 


47) fi-. 


-(!+»(, 2«))Ki+»a_„) 


als die zu benutzende Tiefe AB, 


Daher hat 


man in 


48) 


1 1 


f} 1 + 5 (1 — 2 a) 



das ^günstigste" Verhältniss der Dimensionen x und y, 

Anmerkung. Das umgeschriebene Rechteck ÄHGD ist 
mithin, wenn ^ und rj benutzt werden, kein Quadrat; es besitzt 
das Seitenverhältniss 

49) ^ = l 

'' ÄH 1 + 2J>(1 — a) 

Femer findet man: 

50) f7„,„ = 4 V(l + 6 (1 — o)) J- 
Endlich : 

51) ümin —üg= (j/r+ 6 (1 — a) —l)üg. 
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•AV . 



52) 



Bezüglich des in der Aufgabe genannten Sonderfalls 
(siehe Nr. 41) geben die vorstehenden Gleichungen 

T} 23 ' 

53) ?7min = 4,808 ^^eT", 

54) Umin Uq=^ 0,077 üq . 

F. 

Für das durch die Fig. 78 dargestellte Eckhaus sind der 
(spitze) Winkel CDÄ = d und der Flächeninhalt ABCB = J 

Flg. 78. 




\ 



\ \ 

vorgeschrieben (wobei BG parallel -42), AB senkrecht zu BC 

vorausgesetzt ist). 

I. Die Dimensionen AD = x und DC = y sollen derartig 
bestimmt werden, dass der Umfang 

55) U^AB + BC+CD-^-DA 

am kleinsten ausfällt. 

n. Das Verhältniss dieser günstigsten Dimensionen, welche 
wieder ^ und r heissen mögen, ist zu berechnen. 

IQ. Der Minimalumfang (?7min) soll ermittelt werden. 

IV. Die unter I, 11 und III gefundenen Ergebnisse sind auf 
den besonderen Fall 

56) cJ = 90o 
anzuwenden. 



Maxima und Minima. 191 

Lösung. Die Fig. 78 lehrt, dass der umfang 
57) ü= 2 a? + (1 + sin d — cos d) y 

ist und der Flächeninhalt 



58) 


- 


J = 


2x- 


2 


cosd 


sin d. 




Man hat 


also 


in 












69) 




fdf)- 


= (1 + 


sin 


^y+ 


2 J 

sind 


1 
V 



die Function, welche den Kleinstwerth haben soll. 
Er tritt ein, wenn y den Betrag 



60) ^ 



f »11 



sin d (1 -|- sin d) 
hat. Zu ihm gehört : 



"~ j/^^ind ~ /2 sind (1 + sind) 



oder, einfacher ausgedrückt. 



62) ^^ytii^:Lj, 

Sind 



l/l + cosd 

f all 



Mithin ist das Verhältniss der „günstigsten^ Dimensionen : 



63) — = f (1 + sin d + cosd). 
Ferner hat man für den Minimalumfang: 

64) ZJmin = 4 ]/ 4-^ = 4 j//cscd. 

^ smo 

Wird d zu einem rechten Winkel, so geben die vorstehenden 
Gleichungen : 

65) 1 = ^ = 1/7; f7min = 4»/j; 

Sie sprechen dann also den bekannten Satz aus , dass von allen 
den Rechtecken, welche inhaltsgleich sind , das Quadrat 
den kleinsten Umfang hat. (Man vergleiche Th. I, § 54, A.) 

G. 

Den im Vorstehenden, unter B bis F, behandelten fünf Auf- 
gaben, mögen folgende Anmerkungen beigefügt werden : 

a) Es hat die Function, welche den Kleinstwerth haben soll, 
in sämmtlichen fünf Fällen gleiche Form, nämlich die Form 



%.' 



li%: 
=/-■ 
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66) f{x) = ax^ , 

wobei mit a und b positive Constanten gemeint sind. Man sehe 
hierüber die Gleichungen Nr. 5, 21, 35, 45 und 59. 

ß) Auch beachte man , dass jene Function leicht geo- 
metrisch dargestellt werden kann. (Linie zweiten Grades.) 

y) Wird geeignet umgeformt, nämlich 

67) ax-\-^ = (ax-2l/Jiy^ + ^^-\-2y^, 
also 

68) ax-\ = {y^ — y—\ -j. 2 j/öft 

gesetzt , so erhellt , dass die linke Seite dieser Gleichung am 
kleinsten ausfällt, wenn 

69) Vax = y — 

ist, also wenn 



=F?- 



70) X 

' a 

Auf diesem Wege ergiebt sich also der Werth von x, 
welcher f{x) zu einem Minimum macht, ohne Differentialrechnung. 

§ 49. Allgemeines über Gebäudeformen, welche die kleinste 

Mauermasse fordern. 

Das im vorigen Paragraphen Dargebotene möge nun durch 
das Nachstehende erweitert werden, welches allgemeineren 
Inhaltes ist , nämlich die Mauermassen selbst, nicht nur 
ihre Mittellinienlängen (auf die der § 48 sich einschränkte) 
behandelt. 

Es lassen sich die bezüglich des Minimums der Mauer- 
masse eines Gebäudes durchzuführenden Rechnungen sehr ver- 
einfachen, wenn man Folgendes beachtet : Die Gesammtkosten der 
für ein volles Stockwerk vorliegenden Mauermasse ergeben sich, 
wenn man für jede der auftretenden Mauernarten den Flächen- 
inhalt des Grundrisses derselben (unter Nichtbeachtung der Grund- 
risse der Thüren und Fenster) mit der Stockwerkshöhe und mit 
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dem Preise der betreffenden cubischen Einheit multiplicirt, hierauf 
alle diese Producte addirt und von ihrer Summe das abzieht, wa& 
von den Thüren und Fenstern herrührt. Bezüglich der Dimensionen 
der beiden letzteren darf vorausgesetzt werden, dass sie für das 
betreffende Gebäude constante Grössen sind. Dann aber muss 
die von den Thüren und Fenstern herrührende (abzuziehende) 
Mauermasse auch eine constante Grösse sein, hat mithin 
keinen Einfluss auf diejenigen Abmessungen, welche das Minimum 
der Gesammtmauermasse herbeiführen. Thüren und Fenster 
dürfen hiernach unberücksichtigt bleiben, d. h. 
man darf die Mauermasse als ununterbrochene in die 
Rechnung einführen, wenn es sich um Ermittelung der „günstigsten*^ 
Dimensionen (siehe § 48, A) handelt. 

Da ferner die Stockwerkshöhe auch eine Constante ist 
(nämlich als vorgeschrieben oder gewählt vorausgesetzt wird), s o 
darf man die Mauermasse von der Höhe 1 an die 
Stelle derGesammtmasse treten lassen; denn ist 
letztere am kleinsten, so muss es auch erstere sein. Die Mauer- 
masse aber von der Höhe 1 darf man durch den Flächen- 
inhalt des zugehörigen Mauerngrundrisses ersetzen. 

Dass die Vereinfachung der Rechnung noch weiter geführt 
werden kann, wird später gezeigt werden. -^ — 

Nach diesen Vorbemerkungen möge das durch die 
nachfolgenden Überschriften Bezeichnete zur Behandlung kommen. 

Freistehende Gebäude mit rechteckiger Grundrissform. 

A. 
Ohne Zwischenmauern. 

a. 
Zurüokführung auf die Hittellinien. 

Für diesen einfachsten aller Fälle gilt zunächst bezüglich 
der (immer als constant vorausgesetzten) Mauerstärken 
die Bemerkung, dass sie auf das „günstigste" x (siehe Fig. 79 
auf Seite 194) keinen Einfluss haben; auch dann nicht, 
wenn sie unter einander verschieden sind. Ist nämlich die 
Länge AD (= x) der einen Mittellinie am kleinsten, so ist die» 
auch die zugehörende Mauerfläche JSUSG ; ist ferner AB (= y) 
am kleinsten, so ist es auch die zugehörige Fläche HLJF. 



^:^i'v'^.i^ar' 
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Beide Flächen haben das Rechteck ÄEÄ^F gemeinschaftlich; der 
Inhalt des letzteren ist gleich dem des Rechteckes AGÄ^H) 
wenn also der halbe, von den Mittellinien gebildete, Umfang 
DAB (=ir-j-y) am kleinsten ist, so hat auch die zugehörige 
Fläche LJA^ USA^ ihren Minimalwerth. Ebenso tritt mit dem 
Minimum von BCD (=ic-J"y) auch dasjenige des Inhaltes der 
Fläche KMC^BTCi ein. Die letztgenannte Fläche hat aber mit 
der vorhergenannten (LJA^ TJSA^) die Rechtecke BJB^K und 
DTB^U gemein; setzt man an Stelle dieser die ihnen gleichen 
BLB2M, bezüglich DBD^Sy so folgt: DemMinimum von 
2 {X'\- y) entspricht auch dasjenige deslnhaltes der 
Mauerfläche A^B^C^D^A^B^G^B^. 



Fig. 79. 
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Man braucht also die Mauerdicken nicht zu berücksichtigen, 
darf vielmehr an die Stelle der Flächen der Umfassungsmauern 
die Längen der Mittellinien derselben treten lassen, wenn 
es sich um Ermittelung derjenigen Werthe der Dimensionen x und y 
handelt, welche das Minimum der Mauermasse herbeiführen. 



b. 

Die günstigsten Dimensionen. 

Wir setzen nun hier und im Folgenden voraus , dass der, 

Inhalt J des von den Mittellinien der Umfassungsmauern 

gebildeten Rechteckes AB CD (Fig. 79) vorgeschrieben sei (was 

in den meisten Fällen der Praxis so sein wird , oder wenigstens 
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so eingerichtet werden kann) und haben (nach a) nur diejenigen 
Werthe von x und y zu berechnen, welche den Umfang TJ jenes 
Rechtecks zu einem Minimum machen. Hierfür gilt 

1) TJ= 2{x-\-y) und J^=-xy\ 

mithin folgt der Satz : Das Minimum der Gesammt- 
mauermasse irgend eines über dem Grundrisse 
Fig. 79 stehenden Stockwerkes (mit beliebig vielen 
Thür- und Fensteröffnungen) liegt vor, wenn das von den 
Mittellinien gebildete Bechteck AB CD ein Quadrat 

ist, dessen Seitenlänge gleich y J, 

Der kleinste Umfang des Mittellinienrechteckes, welcher Uq 
heissen möge, ist 

2) C/,= 4/j. 

c. 
Der Nachtheil beim Abweichen von den gtLnstigsten Dimensionen. 

Die „günstigsten*' Werthe von x und y sollen von jetzt an 
^ und Tj genannt werden, wie im § 48. 

Nimmt man x nicht gleich ^, sondern gleich h^ (wobei Tc 
irgend einen constanten echten oder unechten Bruch bedeutet), 

so ist y = -jT 7, also das Seitenverhältniss 

3) — = k^ oder k = l/—' 

y ^ y 

Man erleidet dann bezüglich der Vergrösserung des Umfanges 
des Mittellinienrechteckes einen Nachtheil, den wir N nennen 
wollen. Sein Betrag ist 

oder 

4^ N— ^^~^^^ TT 



mithin 
5) 



N^ ^-^1 — Procent des üq. 



Weicht k nur wenig von 1 ab , so ist dieser Nachtheil 
nicht bedeutend : iüx k = 0,9 (das Seitenverhältniss x : y mit- 
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hin 81 : 100) beträgt er , laut Gleichung Nr. 5, nur 0,56 Procent 
des üq. Es wächst jedoch der Schaden sehr schnell : für ifc = 0,8 
beträgt er schon 2,5 Procent, für k = 0,5 bereits 25 Procent. 

d. 
Die Nachtheilonrve. 

Sieht man in der Gleichung Nr. 4 das k als Abscisse einer 

ebenen Curve an , welche auf rechtwinklige Coordinaten bezogen 

N 
wird, und -jy~ ^^^ Ordinate, y, derselben, so ist 

ilq 

die Gleichung einer Linie, deren Ordinatenlänge angiebt, welchen 
Bruchtheil von Uq der Nachtheil für irgend ein k beträgt. Wir 
wollen diese Linie die Nachtheilcurve nennen. Aus der 
Gleichung Nr. 6 erkennt man , dass sie eine Hyperbel ist. 
(Näheres hierüber unter B, d.) 

B. 
Gebäude mit Zwischenmauern. 

a. 
Zurüokfähmng auf die Hittellinien. 

Wir setzen voraus, dass die Zwischenmauern (des mit recht- 
eckiger Grundrissform auftretenden Gebäudes) parallel zu 
einer der Umfassungsmauern seien ; andere Fälle kommen so 
selten vor, dass es nicht nöthig ist, sie zu berücksichtigen. Wir 
setzen ferner voraus, dass jede Zwischenmauerlänge angebbar sei 
entweder als constanter Bruchtheilder Frontlänge oder 
als solcher der Tiefe des Gebäudes ; und zwar als Bruchtheil 
der Fronte , wenn sie dieser gleichgerichtet ist , hingegen als 
solcher der Tiefe, wenn sie letzterer parallel liegt. Berechtigung 
zu dieser Voraussetzung ist vorhanden , weil sie in der Praxis 
entweder als unmittelbar erfüllt vorliegt , oder sich doch ohne 
Schwierigkeiten erfüllen lässt. 

Um die Untersuchung thunlichst allgemein zu führen, 
setzen wir ferner voraus, dass die Zwischenmauern verschiedene 
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Stärken ^1,52,53, haben (während wir annehmen, dass die 

Umfassungsmauer durchweg von der Stärke s sei). Wir verstehen 
weiter unter S'i, 0^2» /73> • * • • ^^^ Preise der cubischen Einheiten 
der Materialien der bezüglichen Zwischenmauern, unter g den des 
Materials der Umfassungsmauer und nennen alle diese g kurzweg 
die Güten der Mauern.*) Endlich setzen wir fest, dass der 
Inhalt J=xy (Fig. 80) des von den Mittellinien der Um- 
fassungen gebildeten Rechteckes vorgeschrieben sei. «7, sämmt- 
liche 5 und alle g sind mithin constante Grössen. 

Fig. 80. 




Es ist nun zunächst von Werth zu erfahren, ob genau 
dasselbe x^ für welches die (unter Zurückführung auf Stärke und 
Güte der Umfassungen erhaltene) Gesammtlänge L der Mittel- 
linien aller Mauern am kleinsten wird, auch das Minimum 
der Kosten für das Material des Gesammtmauerwerkes 
eines vollen Stockwerkes erzeugt. In dieser Beziehung gilt 
Folgendes : Bereits in der Einleitung (vor A) wurde gezeigt, dass 
die Fenster , die Thüren und die Stockwerkshöhe unbeachtet 
bleiben dürfen , wenn es sich um Herleitung desjenigen Werthes 
von X handelt , welcher die Gesammtmauermasse eines vollen 
Stockwerkes am kleinsten macht. Es fragt sich nur noch , ob 
man (ohne sich auf blosse Näherungen einzulassen) bei der 
Berechnung dieses Werthes von x an die Stelle der Gesammt- 
kosten W des Materials der (ununterbrochenen) Mauer- 



*) Die im § 48 unter D behandelte Aufgabe bildet zu dem jetzt 

Folgenden eine Einleitung (wie überhaupt der § 48 grösstentheils 
Einleitung oder Vorbereitung des § 49 ist). 

Fuhrmann, Anwendangen d. Infinitesimalrechnung. Th. III. 14 
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massö von der Höhe 1 diejenige Geeammtlänge L aller 

Mauermittellinien treten lassen darf, welche sich ergiebt, 
wenn man die Längen der Zwischenmauern auf die Stärke (s) 
und die Güte {g) der Äussenmauern zorückführt. Folgende Über- 
legung ertheilt die Antwort : W besteht aus 

a) denjenigen Kosten , die von den Umfassungen herkommen ; 

diese sind (laut A, a) gleich 'i {x -]- y) sg ; 
(?) aus denen , welche von solchen Zwiachenmauers orten her- 
rühren , deren Geaammtlängen als (echte oder unechte) 
Bruchtheile von x auftreten (also dargestellt sind durch 
PjX, P^X, pgX, . . .), deren Stärken bezüglich S,, Sj, Sg, . . . 
und deren Güten gi, g^, g-i, . ■ ■', endlich 
Y) aus denjenigen Kosten, welche von jenen anderen Zwischen- 
mauerarten herkommen, deren Gesammtlängen Bruchlheüp 
von y (nämlich q^y, q^y, q^y, ■ ■ ■), deren Stärken S, , s^, 
Sg, . . . . und deren Güten ff,, g^, 9s, ■ ■ ■ ■ sind. 
Was unter ß) und y) genannt ist, liefert zusammen die Rosten 
(Pi^s,g, + ptXSifft -{-Ps^s^g» -(-....) + 

Siyh9i +%yh9i + iaVhOi + ■■■■)- <'■ 
Dabei bedeutet C eine Correction, welche angebracht werden 
muss, weil unter Festhaltung der beiden eingeklammerten Werthe 
alle die (in der als Beispiel dienenden Fig. 80 schraffirten) Stellen 
zweimal in Rechnung gebracht sind, in denen Zwischenmauern 
auf Zwischenmauern oder auf Umfassungen stoaaen. Diese Cor- 
rection C ist eine constante Grösse , denn jeder ihrer Theilß 
ist constant , weil er nur von Mauerstärken und einem der g, 
nicht aber von x oder y abhängt. 
Es ist also 

W= 2 (a; + «/) S3 4- (j'iSi?, -fi'üS^ffa -\-.-..)x 

+ (2iS,?, + q^s^g-i + )y — c, 

W= (2 sg^p^s,g, + PaSjda + ) ^ 

+ (2 sgr + e,s,sr, + q^s^g^ + ....)«/ — C 
oder, wenn man zur Abkürzung 

7) 2 sg -f- p^s.g^ -|- p^s^g» + .-. = £ 

8) 2 a^ 4- 2iS,ffi -f SiSj^a + . . . = Ä, 
setzt, yfr^Kx-i'K.y-C. 



^ 



Maxima und Minima. 199 

Wegen der Bedingung 

J=xy 
ist das so viel, wie 

' X 
es haben daher die beiden ersten Differentialquotienten die Werthe 

ax x^ 

and 



10) 



dx'^ x^ 



Da Letzterer einen positiven Betrag hat , so liegt (laut 
Gleichung Nr. 9) der Minimalwerth von W vor, wenn 



11) X 



V¥ 



Dies ist das Ergebniss , wenn man das günstigste x aus 
dem W herleitet. 

Geht man hingegen aus von der auf Stärke und Güte der 
Umfassungen zurückgeführten Gesammtlänge L der Mittellinien 
aller Mauern, so gilt aus naheliegenden Gründen : 

L = 2{x + y)-\-\^{p,x)^.j-4-ip,x)^.^^. 

d. i., mit Benutzung der Abkürzungen Nr. 7 und 8, 

L = — X -] ~y 

also, da auch hier die Bedingung J = xy vorliegt, 

T K. , K-xJ 1 

L = — X -{- 



sg sy X 

Hieraus folgt durch Differentiation 



14^ 
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dL K K,J 

^ . dx sg sgx^ 

und 

d^L 2K,J 

13) = — 

^ dx^ sgx^ 

Letzteres ist positiv, also wird (laut Gleichung Nr. 12) 
das L am kleinsten, wenn 



X 



-V 



K,J 



K 

Dies stimmt mit der Gleichung Nr. 11 überein. Dasjenige Xy 
welches L am kleinsten macht, liefert mithin auch das kleinste W\ 
es darf daher , bei der Aufsuchung dieses x , das W durch das 
einfachere L ersetzt werden. 

Zusammengefasst mit dem , was oben über Fenster , Thüren 
und Stockwerkshöhe gesagt wurde , giebt dies den Satz : Ge- 
nau dasselbe x (Fig. 80, als Beispiel), welches die auf 
Stärke und Güte der Umfassungen zurückgeführte 
Gesammtl änge X der Mittellinien aller Mauern 
am kleinsten macht, erzeugt auch das Minimum 
derKosten desMaterials der G esamm t mauer masse 
des vollständigen Stockwerkes; man darf also 
letztere durch das (weit einfacher ausdrückbare) L 
ersetzen, wenn es sich um B er e chnung des obigenrc 
handelt. 

Aus dem zu diesem x gehörenden Minimum von L folgt 
dasjenige der für ein ganzes Stockwerk vorliegenden Mauer- 
masse Jüf , wenn man Lmin mit sg und der Stockwerkshöhe h 
multiplicirt , von dem erhaltenen Producte aber diejenigen con- 
stanten Mauermassen abzieht , welche herrühren erstens von den 
Thüren und Fenstern , zweitens davon , dass an den Zusammen- 
stossstellen kleine Mauerprismen doppelt gezählt worden sind. 

b. 
Die günstigsten Dimensionen. 
Wir benutzen jetzt (wo wir nur noch L, nicht mehr W zu 
berücksichtigen brauchen) folgende Abkürzungen : unter Px ver- 
stehen wir diejenige Gesammtlänge aller zur Fronte parallelen 



• •• 



'\^' 
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Zwischenmauern , welche sich ergiebt , wenn man jede derartige 
Mauer auf Stärke und Güte der ümfaaaungeti zurückführt (also 

die Länge dieser Mauer mit — • ~ multiplicirt) ; unter ^y ver- 

stfiken wir das dem Vx Entsprechende für diejenigen Zwischen- 
mauern, weiche der Tiefe gleichgerichtet sind. Dann ist 

2 = P, 



er, wenn man 

14) 

d 


i' + 


16) 


« + 



npfzt, 

Mithin wird , wie im unmittelbar Vorausgehenden (tod der 

Gleichung Nr. 11 ab) schon gezeigt wurde, h am kleinsten, 
wiinn X den Werth 

1') i=|/57 

ha.t. Wegen J=xy ist das zugehörige y, das auch hier j; 
lieissen möge, bestimmt dnrch die Gleichung 



18) 

Also hat 

Dimensionen bezeichnet wird, 

' Pi P+2 

. Es ist hiernach, falls Zwischenmauern Tortiegen, das 

Quadrat nur dann die günstigste Grundrissform, 
wenn die (auf Stärke und GüLe der Umfassungen zurückgeführte) 
Gesammtlänge der Mittellinien derjenigen Zwischenmauern , deren 
Längen Bruchtheile von X sind, ebensoviel betritt, wie die, 
deren Längen Bruchtheile von y. 

Das kleinste i hat nach den Gleichungen Nr. 16, 17 
und 18 den Werth 

20) i„,in= 2 y'P^Q^, 

von welchem der in der Gleichung Nr. 2 angegebene ein specieller 
Fall jat. 
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c. 






Der Naohtheil beim Abweichen von den günstigsten Dimensionen. 

Nimmt man für x und y. nicht die durch die Gleichungen 
Nr. 17 und 18 genannten Werthe , sondern statt derselben (wie 
unter A, c) 

x = h^ und y = 



h 



wählt also an Stelle des günstigsten Verhältnisses ^ das un- 
günstigere 

21) 



F= — = Ä« -^i = Ä« <P, 

y A 



so ist, nach den Gleichungen Nr. 16, 17 und 18, 

Mithin erleidet man, in Bezug auf Vergrösserung der Mauern- 
länge L, dem Z^iin gegenüber den Nachtheil 

'A>+1 



N 



— L imln l 



22) 



N = 



k 
k 



) Vp, Qt J, 



Vp,Q,J\ 



oder, als Bruch theil des imin dargestellt, 

23) 



— 2k "' 



Hierbei hängt zwar der Factor Lmin von P^ und Q^ ab 

{k - ly 



(nach Gleichung Nr. 20) , nicht aber der andere 



2h 



die 



Anzahl derProcente des betreffenden Lmin , welche 
man als Nachtheil {N) erleidet, falls man x = h^ 
(statt x = S) nimmt, ist also für alleAnordnungen 
u n d f ü r alle Mengen der Zwischenmauern ganz 
dieselbe, was für die Baupraxis Beachtung verdient. 
Da, nach Gleichung Nr. 21, 



24) 



k 



V- 



F 
(2> 
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ist, so wird, nach Gleichung Nr. 23, der Nachtheil auch aus- 
gedrückt durch 

•25) N=-~-^,——L„,.. 

Diese Form empfiehlt sieh für manche Fälle deshalb mehr 
als Gleichung Nr. 23, weil sie nur die V e rhäl tni s s e der 
Rechteck Seiten enthält. 

Die Gleichung Nr. 23 stimmt mit der unter A dagewesenen 
Gleichung Nr. 4 im Wesentlichen überein , nur ist Lmin grösser 
als r/j, weil P,^, >4. 

Es liefert diese Gleichung Nr. 23 die auf S. 204 stehende Tafel 
der Nachtheile. Letztere warde nur für diejenigen V be- 
rechnet, welche für die Baupraxis interessiren, nilmlich für solche, 
die zwischen den Grenzen j fl> und 4 liegen. 

Man ersieht aus dieser Tafel, dasa ein Abweichen des F 
von dem günstigsten Seitenverhältnisse <& bei- 
läufig innerhalb der Grenzen ^<&undj|(& einen 
sehr geringen Nachtheil verursacht, nämlich 
einen solchen, der nur bis etwa ^/a Procent des /jmin 
anwächst. Man hat also für das Feinen ziemlich 
weiten Spielraum, ohne einen n e n n e n s w e r t h e n 
Schaden zu erleiden. Von V=^0, bezüglich | (P an 
wächst der Nachtheil alsbald zu sehr erheblichen Werthen : wird 
F=^ |<S oder 2(P gewählt, so beträgt der Schaden (wie die um- 
stehende Tafel es zeigt) bereits gegen 6 Proceni des Lmin , für 
F^l* oder 4* beträgt er 25 Procent. 

Für jedes F kann man den zugehörigen Nachtheil aus der 
umstehenden Tafel entnehmen (direct oder einschaltend). 

Es lässt sich aber auch leicht eine Formel entwickeln, 
welche — ohne Benutzung der Tafel — angiebt , wie gross F 
genommen werden darf, wenn der Nachtheil {N) eine festgesetzte 
Anzahl (r) von Procenten des Lmin nicht übersteigen soll. Jene 
Formel tautet, was leicht aus den Gleichungen Nr. 23 und 24 folgt : 



_ /lOO +_r± V'(lQO-l-r)'-- 100'^ 



100 / ■ 
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1 



k 


y 


Nachtheil (N) 


0,5 


0,25 <P 


26,00 Procent 


0,55 


0,303 , 


18,41 


0,6 


0,36 , 


13,33 


0,65 


0,423 , 


9,42 


0,7 


0,49 , 


6,43 


0,75 


0,563 „ 


4,17 


0,8 


0,64 , 


2,50 


0,86 


0,723 , 


1,32 


0,9 


0,81 , 


0,66 


0,95 


0,903 „ 


0,13 


1 


1,00 „ 


0,00 


1,05 


1,10 „ 


0,12 


1.1 


1,21 „ 


0,45 


1,15 


1,323 , 


0,98 


1,2 


1,** » 


1.67 


1,25 


1,563 „ 


2,50 


1,3 


1,69 , 


3,46 


1,35 


1,823 „ 


4.54 


1.4 


1,96 , 


5,71 


1,6 


2,25 „ 


8,33 


1,6 


2,56 , 


11,26 


1,7 


2,89 „ 


14,41 


1,8 


3,24 , 


17,78 


1,9 


3,61 „ 


21,32 


2,0 


4,00 „ 


25,00 



Die Saohtheitonrre. 

Entsprechend dem unter A, d Fes^eaetzten nennen wir, 
falle Zwischenmauern vorliegen, diejenige Linie die N a c h t h e i I - 
curve, deren Ordinatenlänge y angiebt, welchen Bruchthi*il 
von L„,in der Nachtheil (N) für irgend ein k beträgt. Ihre 
Gleichung lautet (nach Nr. 23) 

was mit Nr. 6 übereinstimmt. Die Nachtheilcurve ist also, wie 
dort bereits gesagt wurde, eine Hyperbel. Benutzt mau 
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ä Centimeter Länge als Einheit , berechnet nach Gleichung 

Nr. 21 für ft =; 0,3, 0,4, O,-,, 2,o die zugehörigen y {oder 

entnimmt sie der auf S. 204 stehenden Tafel) und trägt die- 
selben auf, so ergeben sich die in der Fig. 81 umrtngelten Punkte 




der GiiiYe. Es veranschaulicht dieae Fig. 81 Daa , was 
die tjenannte Tafel durch Zahlen ausdrückt ; insbesondere Das- 
jenige, was in unmittelbarem Anschlüsse an jeno Tafel aus- 
gesprochen wurde (nämlich : Kleinheit der Nachtheile in der 
Nähe von k = 1). 

Da die Gleichung Nr. 27 für Ä = ein unendlich grosses y 
liefert, so ist die y-Achae die eine Asymptote der Nach- 
theilcurve. 

Da femer aus Gleichung Nr. 27 durch Differentiation folgt; 



28) 
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iind liioR für rin ins Unendliche wachsendes k den Grenzwerth \ 
Jittt , so schlii'."-jf. die zweite Asymptote mit der positiven 
SeitB der A-AeJiye den Winkel arc tan ^, das ist nahezu 26" 34', ein. 
Ferner li:i.t derjenige Abschnitt, welchen die Tangente der 
Nachtlipilcnrvf auf der y-Achse bildet, nach Nr. 27 und 28 die 

29) y^ky=^^- 

Fiir Ä; = cc wird dies zu — 1 ; die zweite Asymptote achneidet 
also die genannte Achse im Abstände — 1 vom Coordinaten- 
anfange. {Siehe die Fig. 81.) 

Die Lat-'e der beiden Achsen und des (in Fig. 81 mit S 
beüieiclmetcn) Scheitels der Hyperbel ist nun nwM lei;:lit 
itngebbar. Ebenso könnte man die Längen der Haliiuibsen 
ermitteln. 



Einige Anwendungen der Torstetenden FonnelD. 

Eh nifjgi' fiir das hier unter I — III Nachfolgende vorausgeHet.nt 

werden , das.-i die Dicke aller Zwischenmauern — von dericniaeii 
m 

der Umfassmigsiiiauer sei und dasa die Einheit des Materials der 

erstyionannteii Wauem — von derjenigen der letztgenannten koste. 

(Mit diesem einfachen Falle werden die in der Baupraxis vorkommen- 
den übiTfiiistiiiiiiien, oder sie werden — ■ indem man Durdischnitts- 
ziffern benutzt — sieh leicht 
auf ihn zurückbringen lassen.) Es 



B 



^ .0 

-,: b 



möge ferner — der D i c k e f a 



i. Ei 



■eisfactor heisseu. 
stöckige Ge- 



bäude, welche nur solche 
Zwischenmauern haben, 
die senkrecht auf der 
Gebäude in seinerganKon 



onle(j;|Mnhen u 
'f.- (//) durchschneiden. 
Liogt nur eine solche Zwischenmauer vor (siehi 



■ W^), 
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was z.B. bei Schuppen, Wärterhäusern und dergleichen 
Gebäuden vorkommt, so ist 

P = und ^ = 1. — . — = — , 

m n mn 

also 

^ mn mn 

mithin sind, nach den Gleichungen Nr. 17 und 18, 

^ 1/2 mn 4-1 , 1/ 2mn T 

30) ^ = 1/ —1: — - — J, V = y 1. TT J 

die „ günstigsten ** Dimensionen (Mittellinienlängen) und 

^ 2WW + 1 

31) = —^ ' — 

2 mn 

ist der gunstigste Werth des Verhältnisses V. Wenn also zum 

Beispiel — = — - und — = 1 ist, so muss 
m 3 n 

2. — +1 

2 ~ 4 

'^= 3-=3-=^'''-^ 

sein, wenn L am kleinsten werden soll. In diesem Verhält- 
nisse wurde Fig. 82 gezeichnet ; und es leuchtet ein , dass der 
thatsächlichen Verwendung desselben in sehr vielen Fällen kein 
Hinderniss im Wege steht. — Der allgemeine Werth des L,„in ist 
(nach Gleichung Nr. 20) für unseren jetzigen Fall I : 

Lin\n =2 y 2 —— e7. 



mn 



. . 12 1, 

also für — = -— und — = 1 : 
m 3 n 



Lruln=2J/2.^J^s}/^J, 



3 

X 4 

Wird -^ zwar nicht gleich -—, aber innerhalb der Grenzen 

y o 

4 4 4 6 16 24 

--•— und "TT'-j- d. i. zwischen — - und — gewählt, so über- 
ö O o lo lo 

steigt der Nachtheil N nicht (oder nur sehr wenig) '/a Procent 

des vorstehenden imin. — 
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Hat das Gebäude n solche Zwischenmauern, wie EF 
in Fig. 82 deren eine darstellt, so treten an die Stelle der 
ohigcn Werthe Nr. 30 und 31 die allgemeineren 

/2mn-\-fi j. 1/ 2 m« 



1 



32) 
ind 



^V 



2mn 



-r. 



, + /x 



Sind zum Beispiel fünf derartige Zwischenmanem da, für 
welche der Dickefactor J und der Preisfactor -J ist, so haben ^, 
»/ und (D der Reihe nach die Werthe 4 yj, ^yJ und f oder 2,a5. 
Diesi'm Verhältnisse 2,s6 wird man in der Praxis meist nicht 
sehr nahe kommen können , weil es (bei fünf Zwischenmauern) 
zu grosse Tiefe (y) verlangt. Wollte man auch hier beiläufig 
'/ä Procent des Lmi« niit dem Nachtheile nicht übersteigen, so 
dürfte man V nicht gröaser als 2,7 wählen. Dies wird in der 
Regel nicht genügen. Lässt man aber V bis zu 2 (&, also bis 
zu 4,6 wachsen — was eine für die Mehrzahl der Anwendungen 
geeignete Form giebt — so erleidet man etwa 6 Procent Nachtheil. 

II. Einstöckige Arbeiter-Wohnhäuser. 

ce) Für nur eine Familie; Grundriss nach Art der 
Fi«;. 83, in welcher o,, Oj und b Wohnräume bedeuten; ferner c 
Küche und Vorsaal (mit Treppe nach 
den Bodenräumen). 

Es ist für diesen Grundriss 



Ftg. 83. 



<5 



mn ' 



A 

die günstigste Grundrisaform. 

vielen Fällen der Baupraxis 

Gleichung Nr. 20: 

L,„i„=2 



mn 

A = «. = 

mithin 

34) i = 13 = ^7, (J)=l. 

Da.s heisst: das Quadrat ist 
Diese beizubehalten, wird in sehr 
möglich sein. Ferner giebt die 



» + 1 



yj. 
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= 1 ist, Ln,m=5iKJ. 



also zum Beispiel t 

Es dürfte hier V innerhalb der Grenzen O.sa und l,a» gewählt 
werden, wenn der Nachtheil N kleiner ala '/, Proeent des Ln,i„ 
bleiben sollte. 

ß) Arbeiter -Wohnhaus für zwei Familien; 
Gruadriss nach Fie. 84, in 

^ Flg. 84. 

■welcher a die Flur (mit Treppe ß , , , l C 

nach dem Bodenraum), b ein 
Wohnzimmer, c ein Schlaf- 
zimmer und d eine Kammer 
bedeutet. 

Hier ist 

mn mn 

dtther 



?i = 



! mn-\- 1 
mn ' 



«.= 



folglich 
36) 






2m»i-|-3 

= — 

2mn-\-l 

das günstigste Mittellinienverh&ltniss. Setzt man wieder m ^^ 1 

und M= 1 voraus, so liefert diese Gleichung Nr. 35: 

iu welchem Verhältnisse «die Fig. 84 gezeichnet wurde. Für die 
Ausführung ist dieses Verhältniss gar nicht ungeeignet; vielleicht 
aber empfiehlt sich in manchen Fällen F^ 1,b noch mehr; be- 
nutzt man letzteres, so ist V=^ 1,07 (D, mithin (laut vorstehender 
Tafsl, S. 204) der eintretende Nachtheil etwa '/lo Procent des Z-min. 
So lange V zwischen l,a und 1,h bleibt, übersteigt er nicht 
'/-j Procent; es ist also für die Praxis hinreichender Spielraum 
vorhanden. 

UI. Bürgerliches Wohnhaus. 

Grundriss der ersten Etage angedeutet durch die Figur 85 
auf Seite 210, in welcher a Zimmer dea Herrn, b Salon, c Wohn- 
zimmer, d Schlafzimmer, e Garderobe, f Gastzimmer, g Küche, 
/( Speisenkammer, i Mädchenkammer, k Abort und l Treppe 
hedautet. 




Elage 
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r Anordnung der Räum« pflegt man V reichlich 
nehmen ; die Corridorbreite dann etwa gleich f der 
Breite von l doppelt so gross , wie die von h 
; der Frontlänge (x). Man hat dann, wenn nnr die 
L Betracht gezogen wird, 
_ 30»in-4-29 „ _ 2(m»-f- 2) 
' 16 mn ' *' mn ' 



1 



3fi) 



0mn-\-2 



I 


h 


I 


h 






r 


. 


u 


3 


d 










„ 


S 


« 


a 


n 



Für ni ^^ 3 und m ^= 1 giebt das , 

(i>=l,S6, 

in weichem Verhältnisse Fig. 85 gezeichnet wurde. Lässt man V 
zu 1,8 werden, um die wünschenswerthe Breite der Bäume zu 
erlangen, so erleidet man hiernach 0,6 Proeent des Iimia als Nach- 
theil, was unbedeutend ist. 

f. 
Aligemeine Bemerkungen zu dem VoTheigehenden. 
k) Der Umstand , dass das in der Praxis nöthige VfV- 
hältniMs V dem günstigsten Verhältnisse (b sehr nahe kommt, 
liegt für da.B gewöhnliche bürgerliche Wohnhaus 
nicht nur dauji vor, wenn die Anordnung der Bäume nach Fig. 8ä 
erfolgt, aondarnauch inden meisten anderenFällen. 
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Verwendet man nämlich, wie vielfach üblich, einen langen 
Gang und legt die Räume auf beide Seiten desselben, so wächst 
im Allgemeinen mit der Anzahl der Zimmer auch die Front- 
länge X (nicht aber die Tiefe y) ; V nimmt daher zu. Es wächst 
aber mit der Anzahl der Zimmer auch das Q (doch nicht das P) ; 
mithin nimmt <P unter demselben Einflüsse zu, welcher ein 
Wachsen des V veranlasst. 

Benutzt man hingegen statt des langen Ganges centrale 
Anordnung , legt also die tläume rings um einen in der Mitte 
befindlichen Vorplatz , so erfordert dies im Allgemeinen ein F, 
welches nahezu gleich 1 ist, weil eine dem Quadrate sich nähernde 
Grundrissform des Gebäudes nöthig wird. Es erfordert aber auch 
ein Ö>, welches nicht viel von 1 abweichen kann, weil P und Q 
nicht sehr verschieden sein werden. 

Rechnet man hierzu noch Das , was im Vorhergehenden 
(unter e, n) für Arbeiter-Wohnungen gefunden wurde, so 
gelangt man zu dem Satze : Für rechteckförmige Wohn- 
häuser ist die Abweichung desL von dem Lmin meist 
sehr gering, auch dann, wenn man das Verhält- 
niss F in der den Wohnbedürfnissen am besten 
entsprechenden Weise wählt. 

Es erinnert das an die Biene und die materialsparende Form 
ihrer Wachszelle. (Über Letztere sehe man den § 68 des 
I. Theiles dieses Werkes.) 

ß) Wenn mehrere Stockwerke vorliegen und die 
Mauernanordnung in den höheren dieselbe ist, wie in den 
tieferen, so muss man, streng genommen, trotz dieser Gleichheit 
doch erst untersuchen , ob O für die verschiedenen Stockwerke 
unverändert bleibt. Es sind nämlich die Mauerstärken in diesen 
Stockwerken verschieden , folglich auch die Längen der Mauer- 
mittellinien und die Beträge der Flächeninhalte J, Jedoch wird 
es hier in der Regel eine vollkommen hinreichende Näherung 
gewähren, wenn man das aus nur einem Grundrisse, nämlich 
aus einem mittleren herleitet. Will man aber mathematisch 
genaue Resultate haben, so muss man die Summe aller Mauer- 
längen sämmtlicher in Betracht kommenden Grundrisse und die 
Summen ihrer Inhalte nach Art des Vorhergehenden in die 
Rechnung einführen. Unentbehrlich wird dies dann sein , wenn 
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die ÄnordDang der Mtiueni in den verschiedenen Stockwerken 
eine sehr verichiedene ist 

y) Dl« unter A (Seite 193 — 196) gebotene Untersuohung 
hätte wegbleiben können, weil sie nur einen besonderen Fall des 
nnter B Abgehandelten betrifft ; es wurde vorgezogen, sie voraus- 
zuschicken , weil es Vielen lieber ist , vom Besonderen zum All- 
gemeineren geführt zu werden, als umgekehrt. 

Ö) Dieser Grund hat (theilweise) auch veranlasst, die im 
§48 dargebotenen Einzelauf gaben den allgemeineren Unter- 
suchungen des § 49 voraaszuaenden. Es sollte durch die §| 48 
und 49 gezeigt oder wenigstens angedeutet werden, wie man hei 
einer mathematisch-technischen Untersuchung vom Besonderen 
zum Allgemeineren aufsteigen kann. 

Auf beide Paragraphen wird im Folgenden oft Bezug 
genommen. Auch dies hat zum Theil die Eigenart des § 49 
verursacht. *) 

§ 50. Däclier UTid Gewölbe mit geringstem FläeUenintalte. 

A. 
Ein Dach habe die durch die Fig. 86» und 86" auf neben- 
stehender Seite im Aufriss, bezüglich Grundrias, dargestellte Form, 
für welche 

SE = m-SA 
und m eine vorgeschriebene constante Zahl (z. B. |i). 
Der Dachraum ABCDS soll V Cubikmeter fassen. 
I. Wie müsste man die Abmessungen 
x = AB 
und 

^^Höhe der Pyramide ABCDS 

•) Wie die Untersuchungen, welche den Inhalt der §§ 48 iiml 41) 
bilden, erweitert werden können, dartther sehe man Kunilthpt 
die am Fuaae der Seite 181 genannte Abhandlung; temer die von 
P. Maurer drei Jahre sp&ter veröffentlichte. (Deutsche Bau- 
zoitung; Jahrg. 1882; S. Ul— 112, 123—124.) 

Auch beachte man die von Schmitt besilglich der Bahn- 
wärtorhäiiser im Centralblatt der Bauverwaltung (Jahr- 
gang 1882, S. 32 — 34) gemachten Mittheilungon , welche auf die 
Ergebnisse der erstgenannten Untersuchung Bezug nehmen. 
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wählen, damit der Dachflächen! nhalt F (das Vierfache des Drei- 
ecks ESH) am kleinsten werde? 

n. Welchen Betrag hat das i^min? Fig. sb* nmi m". 

Lösung. Es gilt für den 
Dachflächeninhalt zunächst die 
Gleichung 

1) F = m^ X \/x^ 4^ z\ 
Üa aber 

2) V=^x^z 
ist, 80 geht Nr. 1 über in : 



3) j.=„.£f!+iy:!r) 

X 

Demgemäss soll die Function 



Vx»- 



4) fix): 

am kleinsten Verden. 

Benutzt man , was znlässig 
ist und das Rechnen sehr ver- 
einfacht, das Quadrat von f{x), 
also die Function 



5) 




sben sich für die beiden ersten Differentialquotienten die Werthe 
■P W = * r» 



und 

7) 



"(3;)= 12 



g' + 18 V 



Der Letztgenannte ist stets positiv, Der Erstgenannte wird 
zu Null, wenn 

8) x = t^3l/2F= fl^i^ 

ist. Für diesen Betrag von X, welcher | heissen möge, ist also 
der Dachflächeninhalt F am kleinsten. 

Das zugehörige a, welches wir ^ nennen wollen, hat den Werth; 

*) Vergl. § 22, Abschnitt A und B. 
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Es folgt hiiiraus 

10) i-=(/2=l,4U2 

als das Verhaltniss der berechneten günstigsten Dachdimen- 
sionen. (Man i' o n B t r u i r e die Gleichnag Nr. 10 und bringe damit 
den Steigungswinkel des Daches zur Anschauung.) 
Mit Nr. 8 ergiebt sich : 

11) F„,„=:3/K«^2V3 Fä, 
oder 

12) K>^ = m»V3|ä. 

Aninerkongon. o) Die Wertho von f und C (Gleichuiifr Nr, ti 
und 9) Bind, was ohne Rechnung vorikuszuaehen wur, unabhängig 
von der Zahl m. 

ßj Für die Geometrie lebrt daa Voi-stehende den Satu; Kine 
regelmäesigS Pyramide, mit quadratischer Gmnd&äche, luLt, liei 
vorgeschriebenem Volumen, die kleinste Mantelfläche, wenn da» 
VerhilltniijS der Basigseite zur Höhe gleich ^2 ist; es verhält sich 
dann die Mant«Ifläche zur Grundfläche wie VS zu 1, 

Die ifasiskanten jener Pyramide sind den Seitenkanten gleich, 
sie hat aleo die Form eines halben Octueders. 



Man führe die unter A bezüglich des Pyramidendaches 
über (juadralischem Grundrisse vorgenommene Untersuchung 
auch noch für einige der im Nachstehenden genannten Fälle (oder 
für andere) durch: 

1. Der Grundriss ist 

a) ein regelmässiges Sechseck, 
(J)„ j Achteck, 

y) , Kreis, 

II. Er ist. ein Be cht eck mit vorgeschriebenem Seilenver- 
hültniss und dabei 

a) dii- Dachfläche bestehend aus vier paarweise congraenten 
Dreiecken, 

h) aus zwei congruenten Trapezen und zwei congruenten 
Dreiecken. 

III. Es liegen (bei vorgeschriebener Grundrissform) gawölbte 



1 
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Dachfiächen vor , nicht ebene; und zwar geeignete 

Cylinderfl&chen oder UmdreliuiigsfUchen.*) 

Die erlialtenen kleinsten Flächen inhailte anter sich, wie 

aach mit dem des raumgleichen Halbkngelgewdibes zu 

vergleichen möge ebenfalls angeregt sein. — 

Ferner sei angeregt, die Pyramiden Ägyptens im 
Sinne des Vorstehenden zu untersuchen. (Über dieselben sehe 
m!vn die im „LiteratarTerzeichniss" genannten Arbeiten von Jaro- 
I imek und ßöber.) 

§ &1. Dimensioiieii für Oasbehältar. 



ka 



Ein Gasbehälter ^BCi)£(Fig. 87), welcher aus einem 
ificylindrischen Theile ACDE und einer Kugel - 
e ABC besteht, soll 



PP 



V Cubikmeter fassen und so 
gebaut werden, dass die Höhe 
S der Kappe '/ao i^* ^on dem 
Durchmesser AC^= 2x. 

I. Wie mtiaste man die 
Dimensionen X, y und z des 
Behälters wählen, damit die 
innere Fläche F mög- 
lichst klein werde (also — 
mindestens bei geringer 
Wandstärke — auch die 
Materialmenge ein Mini- 
mum)? 

n. Welches ist der kleinste Werth von F? 

III. Wieviel betragen die Abmessungen x, y, Z und das Fm\B, 
wenn 1000 Cubikmeter Fassnngsraiim des Behälters vorge- 
schrieben sind. 

Lösung. Es bestehen die Gleichungen; 
1) F= 2nxy ^n{x^-\- «»), 

•) Ober die verschiedenen Formen der Dächer sehe man: Gott- 
getreu, Bauconatmctionalehre, Bd. II (v. J. 1882), Seite 128—131. 




3) 

Hieraua 


folgt 


daas 


4) 




/■(■« 
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6000 V , „„ , 
= L 2729 nx^ 



dip Funi^tion isl, deren Kleinatwerth man wünscht. 

Ans den Buiiagen ihrer beiden ersten Differeutialquotientfn 
erginbt sich 

als der das Mininiuin herbeiführende Cy linde rhalbmeaser (abgerundet 
auf drei Deci mal st eilen). 



etwa auf s^ x (statt —a;); sodarm mit BerftcksiRhtigung 

der B I e i; h 8 1 ii r k e des Behälters ; u. s. w. 

Äuth untiTsuche man diejenigen Abweichnngen vom 
-ifmin, wekhe eintreten, wenn man die Dimensionen in einer von 
den Ergebnissen der Minimum - Berechnung abweichenden 



Zu ihm g 


ehören die Dimensionen 




e) 






y = 


Q,mtfV, 




und 












7) 






e = 


0,071 fV. 




Der 


kle 


n^ 


te Werth 


der inneren Fläche ist 




8) 






J^™..= 


4,MT fv^. 




Für 


den 


n 


• r Aufgab 


genaanten Sonderfall 


hat man 


hiernach 












y) 






x = 


7,05 Meter, 


1 


!0) 






y = 


6,ö» „ , 


\ 


11) 






e = 


0,n „ , 


1 


12) 






Fau = 


425,1 Quadratmeter. 


' 


Man 


erwäge 


ob diese 


B. 

Dimensionen für die Praxis brauch- , 


bar sind 












Fer 


er e 


w 


itere m 


n das unter A Behandelte ; 


zunächst 1 
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Weise wählt. Man mache alao „Nachtheilbeiecfanungen* 
im Sinne derjenigen, welche in den §§ 48 und 49 aosgeföhrt 

§ 52. Sammelbecken.**) 

A. 
Im § Ö5 des I. Theilea dieses Werkes sind bereits zwei Auf- 
gaben gelöst worden , welche zur Behandlung der S a m m e 1 - 
becken-Formen in sehr naher Beziehung stehen. Es haben 
dabei auch „Nachtheil-Uutersachungea" stattgefunden. Anf jene 
beiden Aufgaben möge zunächst verwiesen sein. 

B. 

Sodann sei die Aufgabe gestellt: den Durchmesser 2x und 
die Tiefe Z eines in Kreiacylinder-Form herzustellenden 
Sammelbeckens so zu berechnen , dass es bei vorgescb riebe nem 
Fassungaraume V die kleinste innere Fläche F (bestehend aus 
Boden- und Mantelfläche) hat. 

Losung. Da die Gleichungen 

1) F=nx*-{-2i:xz 
und 

2) V=fix'e 
bestehen, so ist 

3) f{x) = n^'+^-^ 

die auf ihren Kleinatwerth herabzudrücken de Function. 

Sie stimmt im Wesentlichen mit der unter Gleichung Nr. 4 
im vorigen Paragraphen Genannten übe^ein. Beide haben die Form 

4) ««) = «»"+ 4--*") 



•) Die Ausführung von Verallgemeinerungen und Erweite- 
rungen (iüBbeBondere auch von „Nachtkeilberechnungen") möge 
hiermit für alle Paragraphen dea vorliegenden IV. Capitela empfohlen 
sein und wird im Folgenden in der Regel nicht besonders angeregt 
werden. (Die §§ 48 und 49 kOnnen immer die Anleitung zu solcbeii 
Unterauehungen bieten.) 

■•) Man vergleiche § 66. 
"•) Man vergleiche § 48, Abschnitt G. 



Moiima ond Minima. 



Aue der Gleichtmg Nr. 3 folgt nach Berechnung Am- beider 
DiSerentialqaotienten f{x) und f {x\ dass fär 



6) 



^n 



der gewünschte kleinste Flächeninhalt vorliegt. 

Ferner ergiebt sich 
6) B = x 

als dip zugehörige Sammelbeckentiefe. 

Die berechneten Dimensionen werden in Tielen 
ßanpraäs brauchbar sein. 

Der kleinste Flächeninhalt hat den Werth 



7) 



i^mio = 3 ^ Vipf = 3 »^™ r».*) 



Man löse die unter B behandelte Aufgabe für den Fall, dass 
die Grundfläche des Beckens 

a) ein Quadrat, 

b) ein regelmässiges Sechseck, 
c)„ „ Achteck, 

d) eine Ellipse mit vorgeschriebenem Achsenverliältnisa ist. 
Auch vergleiche man die hierbei sich ergebenden kleinsten 
Flächeninhalte , sowohl nnter sich, als auch mit dem der 
raumgleichen Halbkugel. 

D. 

Ferner erweitere man das unter B und C Behandelte auf die 
Fälle, in welchen die Sammelbecken die Formen von abgestumpften 
Kegeln, abgestumpften Pyramiden, oder Obel isken haben. 

Schliesslich berücksichtige man die (constanten oder ver- 
änderlichen) Wandstärken und Bodenstärken dir Becken; 
etwa in der Art, wie es im § 49 bezüglich der Mau^rstärken Yon 
Wuhngebäuden geschehen ist. 

Für nähere Untersuchungen der angedeuteten Art Ist fol- 
gende Literatur, besonders die technische Seite an- 
langend, zu berücksichtigen : 



) Siehe § 21, Abschnitt A und B. 
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I. Fröhling und L i n c k e , WaaBerleitungen und Wasser- 
versorgung ; 1893; Seite 291—295. 
II. Lueger, WasBerversorgung der St&dte; 1890; Seite 
418 und 419. 



§ 53. StrasseD, EiseDbabnen, Canäle, Robrnetze n. s. w. 

A. 
Die Achsen ST und SF(siehe Fig. 88) zweier Verkehrs- 
wege (Straasen , Eisenbahnen , Canäle) schneiden sich bei iS 
unter einem rechten Winkel. In ihrer Ebene liegt ein Punkt P, 
welclier in Bezug auf die Achse Sü gegeben ist durch die Ab- 
messungen (Coordinaten) SP'^a und PP = b. Es sollen jene 
pif. n. 




1) 
.nnd 



durch einen geradlinigen Weg, dessen Achse durch AB 
ist, derartig verbunden werden, dasa P auf .4B liegt 
Achaenlänge AB = W am kleinsten wird. 
Wo muss man A wählen, wie lang also die Strecke SA 
nehmen ? 

Welchen Werth hat das JCn,;„? 
Was evgiebt sich für b = a? 

Wieviel beträgt SÄ , wenn a = 826,« Meter und b = 
1100 Meter ist? 
sung. Man hat, wenn SA=x und AB = y gesetzt wird; 



Maxima und Minima. 



Ana der beiden eraten Differential quotienten dieser Function, 
oder, was einfacher ist , aus denen ihres Quadrates , folgt , dass 
die kleinst!! Ächsenl&nge AB vorliegt, wenn 

4) iE = a 4- Päb* 
ist, also 

5) p = h + f^. 

Es hat jemi kleinste Achaenl&nge den Werth 

6) !f;,„i„ = V{a« 4- 6«) -f 3 (a f^-^ h fän). 
Für ft = rt ergiebt eich 

Eudliih b.'it man, wenn das genannte Zahlenbeispiel vorliegt: 
8) 3;= 1826,« Meter, 

auf zwei Dei-imiilatflilen abgerundet. 

Anmerkung. Angeregt sei, zu untersuchen, wie die Sache 
Bith ändert, wenn die Achsen SU und SV sich nicht unter einem 
rechten Winkel schneiden, sondern unter einem spitzen oder 
stumpfen, dabei aber J' wie vorher durch die .rechtwink- 
ligen Courdin&ten et und b gegeben ist, — 

Ferner Jiiöge {auch für das später Folgende) angeregt sein, die 
Krgebniatie der Rechnung durch Aufzeichnen zu prüfen. 



Die geradlinigen Achsen j/i und j/a (Fig, 89, Seite 221) zweier 
Verkehrswege bilden bei einen rechten Winkel. Auf ^i ist der 
feste Punkt A durch die Strecke OA ^ Si gegeben. Von ihm 
aus soll ein geradliniger Weg AB (Achaenläi^e Ss) nach g^ ge- 
baut werden. 

1, Wie muMS man OB = Si nehmen, damit das Verhälljiiss 



) 

kleiriati-n 


"-s. + ^ 


ir. WHc 


i'!i Werth hat das »„,„? 


Ul. Wie^ 


iel beträgt derjenige Nachtheil N, welcher eintritt, 
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wenn man von dem unter I gefundenen gönatigeten Werthe des St 
abweicht, nämlich an Stelle jenes Werthes das A^-fache desselben 
benutzt ? 

IV. Wie gross ist N fär ä» = } S, ? 

Lösung. In 

hat man die auf ihren Kleinatwetth zu bringende Fnnction. 




Ihre beiden ersten Differential quotienten (oder diejenigen ihres 
Quadrates) lehren, dass jener Kleinstwerth eintritt, wenn 

11) Sa = Si 

ist. (Die Anschauung bestätigt das. Man denke sich zu- 
nächst den Winkel a gleich Null und lasse ihn fortgesetzt wachsen.) 
Ferner ergiebt sich: 

12) t>,„.. = i-/2. 
also nahezu 

131 ..,. = ^. 

Nimmt mau nicht S^ = Si, sondern 

14) Sj =: ÄSi , 

wobei k^l gemeint ist, so hat der durch die Gleichung 

15) ^'■=«^=1^ — 1^111 
definirte „Nachtheil" den Werth 



L 
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Kr beträgt in dem unter IV genannten Falle etw 



Anmerkungen. I. Man lüae die Aufgabe auuh für den Fall, 
Jass nicht s, als unabhängige Veränderliche benutzt wii'd, aonderu 
der Winkel a. Es bandelt sich dann, was leicht zu erkennen iat, 
um das Minimum der Function 



17) 



t>=^ - 



1 



a + sina' 
mithin um das Maximum von 
8) <p (a) ^ sin a -|- coa a. 

II. Femer erweitere man beide Untersuchungen durch dio 
Voraussetzung, dass sich die Achsen g, und g^ nicht unter einem 
rechten Winkel, sondern unter einem spitzen oder stumpfen 
Winket tu schneiden. 



Dpi Winkel O, unter welchem sich die beiden Wegachse 
1 und gt (Fig. 90) schneiden, aei ein spitzer. Ein in der Achsei 




ebene liegender Punkt P mögB i^rcfa die rechtwinkligen Goordi- 

naten 

SF=p, P'P = q 
gegeben sein. Es soll ein geradliniger Weg, dessen Achse AB 
den Punkt P in sich enthält , so gelegt werden , dass der In- 
halt ^J des Dreiecks ASB am kleinsten wird. 
I, Wo mnsa A liegen? 
II. Welchen Kleinstwerth hat J? 

111- Bleiben die unter I und II gefundenen Ergebnisse «n- 
geändert, wenn der Winkel ff stumpf ist? 
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Li 


nng. Setzt man 


19) 


SÄ^x, SB = !i, BQ 


iat 




20) 


J = ixs.ln 


21) 


bx 

" x-ä- 


22) 


a=p — qco 


23) 


b = qcBc a. 



QP=b, 



f{x) = 



3^3 



die Punction, wplche za einem Minimum werden soll. 

Aus ihren beiden ersten Differential quotienten ergiebt sieb, 
dass Letzteres vorliegt, wenn 

25) x = 2a=-2{p — qcoia) 
ist, also wenn 

26) SQ=QA, PA = PS. 

HierBAch lässt sich die geanchte Lage des Punhtea A soiuri 
durch Conatruction bestimmen. 
Ferner bat man : 
27} z/min = 2abaina^2aq — 2{p— qcoia)q. 

Für einen stumpfen Winkel a bleiben die Ergebnisse un- 
Terändert. 

D. 
In einer und derselben Ebene liegen : ein geradliniger Ver- 
kehrsweg (Strasse, Canal oder Eisenbahn) gg und zwei Orte 




A und ß, deren f.%g< 
A'A = 



n Bezug auf gg (siehe Fig. 91) durch ( 
t, B'B = h, A'B'=c 
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Es sollen diese Orte A und ß mit einem Ptinhte C von gg 
ilpr^rtig geradlinig Terbnnden werden, dass die Weglänge 

28) w = AC-^CB 

HO kuTS wie möglich ist. 

Wo mnss man C wählen, damit diese Bedingung eifüllt sei r* 
Welchen Werth hat das MJ™i„? 

Lösung. Es wird u> am kleinsten, wenn 

30) 



a + 6 
Man hat dann für ic den Werth : 



11) Wmln = V'CO + 6)» -f C». 

Näheres: Theil I, § 58. (Aneh bezi^lich der zeichne- 
chen Auffindung des Punktes C) 

Anmerkung. Man untersuche, ob und wie die Sache eich, 
ändert, wenn die Wegstrecken ÄC und OB mit Terachiedenen 
„Gewichten' in Rechnung zu stellen sind, es sich also um daa 
Minimum von 

12) w = nfAC-\-n-CB 

handelt, wohei m und n constante Zahlen bezeichnen. (Vergl. 
Th. I, § 59.) 




AB der Reihe nach i 
der Längeneinheiten 



^asserTersorgang der Städte 
näthig werdende Anlegung 
von Rohrnetzen ist die 
Lösung folgender Aufgabe 
wünachens werth : 

Der mit Wasser zu 
versorgende Punkt B (Fig. 
92) hat von der Haupt- 
leitung MN den senkrecht 
.^ gemessenen Abstand B' B 
= h. Die Rohrdurchmesser 
sind längs MA, AN und 
?a nnd d^. Von den Herstellungskosten 
Leitungs strecken MA, AB' und AB 



5) a = arc c 
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möge angenommen werden , dasa sie den betreffenden Rohrdurch- 
measern proportional sind, also die Werthe 

hdi, kdt und kds 
haben. 

Man soll denjenigen (spitzen) Abzweigungswinkel a berech- 
nen , ausgedrückt durch rf|, rfj und rfg, für welchen die Kosten- 
summe 

33) s = }c{MA-d,^ Air-di + ÄB-ds) 
am kleinsten wird. 

Aach soll für diesen Fall die Länge X der Strecke B'A er- 
mittelt werden, ausgedrückt durch i, di, dt und d^.*) 

I. ö 8 u n g. Wird die Länge der Strecke MB mit a be- 
zeichnet, so ist 

34) s = k{{a — 6 cot c) dl -\-h cot a • dt -\- b cac a ■ d,}. 
Hieraus folgt als gesuchter Werth des Abzweig ungs winkeis : 

d,-d. 

und für die gesuchte Strecke : 

sm — , "^—^ ■■ 

Anmerkungen. Man wende diese Ergebniese an auf den 
Sonderfall, dass eine sehr unbedeutende Zweigleitung vor- 
liegt und deebalbdieHauptleitung ohne DuTchmeaaer-Yerkleinerung 
weitergeführt wird; ferner auf den, dass 

37) ds = 0,ä d, 

ist und daas in allen drei Leitungen die WassergeBCh windigkeit 
als gleich gross vorau^eaetzt werden darf. 

Fflr den ersten dieser Sonderfälle läset sich ohne Rechnung 
sagen, welchen Werth der Winkel a haben muss; im zweiten 
Falle mnas der Bedingung 

38) d,* = da''-|-d,» 
genügt werden. — 

BezQglich des Näheren über die Anlegung von Rohrnetzen 
und die hierbei vorkommenden Minimum - Auf gaben sehe man; 

*) Eine ganz ähnliche Autgabe, nämlich die: (ör den Ort B {Fig. 92, 
8. 224) eine vortheilhaft« Weganlage BA zu berechnen, hat W. Laun- 
hardt im Jahrgänge 1882 der Zeitschrift des Vereins deutscher 
Ingenieure auf S. 111 und 112 behandelt. Ferner in seiner .Theorie 
desTrasHirens" auf S. 19—21 und 31— 35 der 2. Auflage des I. Heftes. 

Über diese Aufgabe sehe man den nachfolgenden Abschnitt F. 
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Frühling und Lincke, WassaileituDgen u. s. w.; 1895; 8ette 137. 
Femer die im .LiteraturverzeichnisB' genannten AVihiniilunE-eii 
von Forchheiraer und P, Willner (insbeBondere S. 105, 151 
und 152 der letzteren); desgleichen die dort auch genannte, den- 
selben Gegenstand betreffende Abhandlung von R. Mehnike. 

F. 

Der unter E bebandelten Aufgabe iet diejenige sehr älmlich, 
welche man in der Tracirungslehre das „Anschlusa-Problem 
für einen Verkehrsweg" nennt. Es lautet diese Aufgabe 
folgende rmassen : 

Vorhanden ist irgend ein geradliniger Verkehrsweg (Strasse, 
Eisenbahn, Canal), dessen Achse (siehe die Fig. 92, S. 324) durch 
die Gerade MN dargestellt wird. Neben jenem Wege liegt ein 
Ort S in dem Abstände B'B = h, letzteres gemessen in Kilo- 
metern. 

Von ß nach M.N soll ein geradliniger Anschluasweg (Achse 
HA) gebaut werden. 

Man kennt die Anzahlen p, m und n derjenigen Gewichts- 
einheiten [z, B. Tonnen), welche alljährlich längs der Strecken 
BA, AM und Al^ zu befördern sind. Man kennt ferner die 
Kosten, welche der Unterhalt und Betrieb des Weges AB jährlich 
für jedes Kilometer veranlassen wird (und zwar einschliesslich der 
Zinsen des Anlagecapitala). Endlich kennt man (für die Uewichts- 
einheit und das Kilometer) die Transportkosten sowohl bozüglLch 
des zu erbauenden Weges AB, als auch bezüglich des schon vor- 
handenen MN. 

Es soll derjenige Winkel C berechnet werden , für welchen 
die Summe der drei Verkehrskosten (längs BA, AM und AN) 
am kleinsten wird. 

Ober die Lösung dieser Aufgabe sehe man die am Fasse 
der Seite 225 genannte Literatur. 

Ist m^=n, also der von B nach M stattfindende Verkehr 
gleich dem von B nach J^ vorliegenden, so muaa offenbar «^90" 
sein. Dies kann zu einer Prüfung des für a (oder für BÄ) be- 
rechneten Werthes dienen. — 

Man untersuche auch (was sehr leicht ausführbar ist), wo 
der Anschiusspnnkt A auf MN gewählt werden muss, wenn nur 
die Bedingung erfüllt sein soll , dass die Beförderung von dem 
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Orte .B über -4 nach dem Orte M am wohlfeilsten wird, 
wenn aie längs BÄ für die Gewichtseinheit und Längeneinheit 
da.s g-fache kostet, wie längs AM (mithin g das Verhältniss 

/l 

Lösungs-Andeatung. In diesem (letzteren) Falle soll, 
wenn MB' mit a, AS mit x und ZI NAS mit a bezeichnet 

wird, die Function 

39) fix) = q K'^H^' + {« - «^) 

40) ip{a) = qb cec a -{- (a ~h cot «)' 

df , dtp 
zu ein^m Minimam werden. Es ist also zunächst t-- oder -j— 

dx da 

aus Gleichung Nr. 39, bezüglich Nr. 40, zu berechnen; u. a. w. 

Das Ergebniss lautet : 

41) a = arccos — , 

q 

und 

42) - = ^4=- 

Man vpvgleiche Nr. 36 und 36 (auf S. 225). 



Dass den unter A—F vorstehenden Aufgaben noch viele andere 
beigefügt werden können, welche die Anlegung von Strassen, 
Eisenbahnen, Canälen, Rohrnetzen u. s. w. betreffen, 
ist leicht zu erkennen. 

Die Aufstellung und Lösung derartiger Probleme sei hiermit 
ang.r.Btl 

Auch möge auf die unter I bis VI folgende Literatur 
hingewiesen werden : 

I. Launhardt, commercielte Tracirung ; 1872; S. 6 - 8 ; 

ferner S. 24 und 25. 
U. Launhardt, die zweckmässigsten Steigungsverh&ltnisse 

der Chausseen. 1867, 
m. Launhardt, die Betriebskosten der Eisenbahnen. 1877. 
IV. Launhardt, dieSteigungsverhältnissederStrassen. 1880. 
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V Helm er t, die Obergangscnrven ; 1872. 

VI Handbneh der In g enienrwiaaensch af ten ; 
Bd. I, Abt. n, S. 124—132 der 2. Auflage (v. J. 1884). 

Z u N r. I. Die Seiten 6 —8 betreffen dieTortheilhafteate 
Hohe des Anlagecapitals für einen Verkehrsweg, 
z B für eine Eisenbahn. Es sei ^ das Anlagecapital, 
e der fnr dasselbe in Betracht za stehende Zinsfuss , s,\ao z. B, 
Z = 0,M bei Tierprocentiger Veizinsang. Ferner sollen mit B die 
jahrlichen Betriebskosten bezeichnet werden. 

Dann sind die jährlichen Gesammtkosten G, welche 
der Weg veranlasst, durch die Gleichung 

43) G = Äz-\-B 

ausgedrückt. 

Versteht man unter E die jährlich ans dem Betriebe des 
Verkehrswegs sich ergebende Einnahme (brutto gemeint) , so 
hat die Rente iJ, welche das Anlagecapital giebt, den Werth 

Dn Tolkswirthschaf tlichen Sinne ist es wünschens- 
werth, G zn einem Minimum zu machen. HingegE^n wird eine 
Gesellschaft, die den Verkehrsweg betreibt, den Wunsch 
haben, dass die Rente S, zu einem Maximnm werde. 

Unter der Voraussetzung , daas die Betriebskosten eine 
Function f(Ä) des Anlagecapitals seien, also die Beziehung 

46) B = f(.A) 

bestehe, nenne man 

a) diejenige Gleichung, aus welcher A zu berechnen ist, 
wenn G am kleinsten werden soll, 

b) die, aus welcher sich A ergiebt, wenn man R zu einem 
Grösstwerthe machen will. 

Es wird sich hierbei zeigen, dasa die volkswirthschaft- 
1 i c h e n Interessen mit denen einer A cti e n g esel Is c haft im 
Allgemeinen nicht übereinstimmen. — — 

Die Seiten 24 und 25 (der unter I genannten Literatur) be- 
ziehen sich auf das „Kreuzungsproblem für Verkehrs- 
wege" und zwar bei einer Kreuzungsstelle. Nämlich auf die 
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durch Fig. 93 angedeutete zweckmäesigaie Verbindung eines 
Ortes B mit einem Orte JBj und zwei Orten M und N unter Be- 
nutzung eines schon vorhandenen geradlinigen Verkehrsweges MN 
und einer Schnittstelle A. (Man vergleiche § 74, VIII.) 




Es kommt bei dem genannten Problem darauf an, die Summe 
der Verkehrskosten (welche sachgemäss zu definiren sind) für die 
vier Weglingen AB, ÄBj, AM und AN zu einem Minimum 
zu machen , also in diesem Sinne die Lage des Punktes A 
(auf -MA'} zu ennitteln, n&mlich SA^=x oder ^NAB = a 
zu berechnen. 

Sonach ist die Aufgabe, den in den vorstehenden Abschnitten 
E und F behandelten nahe verwandt. (Man beachte zunächst 
den einfachen Fall, dass für 

46) s = li^-MÄ^hfAB-^hi-AB^ 

der Kleinstwerth verlangt wird.) 

Zu Nr. II, III und IV, Näheres über diese drei Arbeiten 
sehe man im „Literaturverzeichnias". — Die §§ 19 — 23 auf 
Seite 43 — 58 der unter ÜI genannten Schrift enthalten Minimum- 
Aufgaben , welche die S teigungsverh&ltnisse der Eisen- 
bahnen betreffen. 

Zu Nr. V. Der Krümmungshalbmesser g der „Über- 
gangacurve" der Eisenbahnen hat den im § 24 unter Gleichung 
Nr. 3 angegebenen Wertb. Durch Ausnutzung der beiden ersten 
Differentialquotienten der Function 
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ergiebt sich leicht, daas für 

48) X = y0,8 q = 0,»« 2 
der Klßinst betrag von p vorliegt ; nämlich 

49) ßniin^ l,mg. 

Zu Nr. VI. Das hier Angegebene betrifft Wogo-Anlagen 
überhaupt. 

§ 54. £ine Flösserel-Anfgabe. 
Wenn schwimmende Balken von der conatanten Länge 
AB = b ans einem Wasaerbecken U (siehe die Fig. 94) in einen 




Ganal V übergeführt werden sollen, indem man sie mit dem einen 
Ende (Ä) an der geradlinigen Mauer CD, mit dem anderen Ende [B) 
an der ebenfalls geradlinigen Mauer CE gleiten und dabei immer 
den Punkt F berühren läaat , ho fordert diea einen Mindest- 
betrag der Eintritts Öffnung EF = X. 

Man beiechne ihn, ausgedrückt durch den vorgeschriebenen 
Mauernabstand a und durch die Balkenlänge h, hierbei den Balken 
als gerade Linie ansehend, also seine Dicke nicht berüuksichtigend.*) 

Lösung. Wird der Winkel CBA mit w bezeichnet, ao 
hat man: 

1) X ^i Hm la — a tan w. 

Nachdem die Aufgabe unter Vernachlässigung der Balkendicke 
gelöst worden ist, gebe man die Lßning auch mit Berücksichtigung 
der Dicke. 
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Die Werthe der DifFerentialquotienten ^ — »nd -i — ^ lehren, 
daas der Grösstbetrag Ton x eintritt, wenn 

2) cos w ^ 1/ -T- 
ist, also wenn 

3) x = VJ^i'. 

Diesem Xmtx mindestens gleich (womöglich aber grösser) muss 
die Öffnung EF genommen werden, Ea besteht also zwischen 
den drei Strecken a, b imd X die Beziehung 

4) a^-\-x^= 6*. 

Aus ihr kann jede der drei Grössen entnommen werden, wenn 
die beiden anderen vorgeschrieben sind. 

Zahlenbeispiel, Ist o=3,7t Meter, a5 = 2,ii Meter (was un- 
gefähr der Fig. 94 entspricht, wenn diese in 1 : 200 gedacht wird), 
ao giebt die Gleichung Nr. 4: 

5) & = 8,S5 Meter 

als gröBste Balkenlänge. (Man unterlasse nicht, dies durch einen 
Versuch zu bestätigen.) 



§ &5. Qeometrlselie and seodätisolie Aufgaben. 

A. 
Ea soll ein Viereck .^BCZ* (Fig. 95) abgesteckt werden, 
für welches bei Torgeechriebenem Flächeninhalte C^ die Strecken- 

Fi(. tb. 




L 



1) s = ÄC-\-irB+D'D = 

i kleinsten ist. 



-*,+». 




r 
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Welche Form muss das Viereck erhalten? 
Lösung. Man findet leicht, dass 



2) 


mit.h 




9 


= 


,r^ 




3) 
ferner, da?a 
4) 


dann 






E. ge 


□ügen aliio 


der gestellten Bedingung alle diejenigen 
Vierecke , bei denen die eine 


M "■ 




V 


Diagonale 
heiten hat 


ao viele Längenein- 
wie die Summe der 




/y^ 


\ 






auf ihr stehenden Höhen ; oder, 




JS 




<; 


anders aus 
denen ein 


gedrückt, diejenigen, 
Quadrat iJIfiVO 


4 








\ y 


J 








X 




(Fig. 96) von der Seitenlänge 
V %C (also von dem Inhalte 2 C^) 
in der durch die Figur abge- 
gebenen Weise umschrieben wer- 


\ 




1^ 


G 




\ 


\ i XV 






den kann 


z. B. die Vierecke 













Fig. 96. 


und j4j.BjC4Da der 


L 




u 


Ji 





Wi« müsnea die Seiten AB = X und BC=y eines über der 
vorgeschriebenen Grundlinie AG = b stehenden Dreiecks ABC, 
das den gegebenen Umfang 2 S hat , gewählt werden , wenn der 
Inhalt z/ des Dreiecks seinen Grösstwerth haben soll? Wie- 
viel beträgt der Letztere? Für welchen Werth von h erreicht 



i Maxi 



5) 



ife'- 



Es ist 
J = /s {s — h){s — X) {h — s -\- x); 
iiithin die in Betracht zu ziehende Function; 

6) f{x) = {s^x){h — S-\-x). 

Aas den Differentialquotjenten /'(a:) undf" (s:) derselben folgt, 
lass das Dreieck gleichschenklig, nämlich 

7) x = y = S~^h 

ein muss, wenn das verlangte Maximum von ^ vorliegen soll. 



r 
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Letzteres hat den Werth : 



8) ^„„ = fi|/s(3 — 6). 

Die DLfferentialquotienten9)'(6) und 9)"(6)der für die Gleichuög 
Nr. 8 miissgebenden Function 

91 q>Q>) = b'is — b) 

lehren, dass 

10) 6 = |s, 

also das Dreieck gleichseitig sein masa, wenn jenes Jnm am 
grössten sein soll, nämlich 

VI 



11) 



^,n». = - 



'=0,1! 



auf drei Deci mal stellen abgerundet.*) 

Anmerkung. Die Ergebuisee der Rechnung lassen sich leicht 
in rein geometrische Sätze fassen. Femer lassen aie sich durch 
die ÄnBchüunng bestätigen, wenn man einen an seinen Enden 
verbundenen Faden von der Länge 2s benutzt. Man unterlaase 
nicht, das zu thnn. — Auch frage man sich, welchen Inhult (ver- 
glichen mit Nr. 11) ein Quadrat und ein Kreis hat, wenn der< 
selbe Umfang (2«) vorliegt, wie beim Dreieck. 



reieck ABC (Fig. 97) sei gegeben durch 
iC=b, ^CAB = a, ^ACB = 7.**) 



Es Moll ein Eechteck DEFG so abgesteckt werden, das 

*) Miin vergleiche § 72, Abschnitt I. 

**) Ist das Dreieck durch andere Stücke gegeben, so können d 
bekanntlich leicht durch b, a und y ausgedrückt werden. 
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auf AB, F B.\d BCy DG auf ^C liegt und der Inhalt J des 

Rechtecks am grössten ausfällt. 

Man berechne die Strecke 

AD = x, 
wie auch das e7max 

I. für den Fall, dass das Dreieck gleichseitig ist; 

n. „ j, „ dass es gleichschenklig, mit b als Grundlinie; 

III. n n n ^^^s CS Ungleichseitig und bei B recht- 
winklig ; 

IV. für den Fall, dass es ungleichseitig und schiefwinklig ist. 

Andeutungen zur Lösung. Im ersten Falle hat man : 

12) J=}/3x{b—2x), 

Das wird, wie die Differentialquotienten f\x) und f"(x) der 
Function 

13) f{x) = x(Jb—2x) 
lehren, am grössten, wenn 

14) x = lb 
ist. Letzteres giebt : 

15) J^,^=|K3 62. 

Es ist also das Jjnax die Hälfte des Flächeninhaltes des 
Dreiecks ABC. (Dies kann leicht durch die Anschauung 
Bestätigung finden.) 

Im zweiten Falle hat man, statt Gleichung Nr. 12, 

16) «/■= tan a • o: (6 — 2 a?) ; 
im dritten: 

17) /= tan a» x{b — sec^ a • a:) ; 
im vierten: 

18) J" = tan a • ;r { 6 — (1 -[- tan a cot y) a; ) • 

Mithin handelt es sich in allen vier Fällen um den Grösst- 
werth einer Function von der Form 

19) q^(x) =x(b — h x), 

wobei h eine Constante bezeichnet. Die Fälle sind also nicht 
wesentlich verschieden. Das Maximum von J tritt ein, wenn 

20) x = 
ist ; es hat den Werth 

21) e/max = 



2h 

tan a • 6* 



4t k 
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Man löse ferner, im Anschlüsse an das in dem Abschnitte C 
Vorausgehende, die folgende Aufgabe: Ein dreieckiger 
Bauplatz ABC {Fig. 98) ist wie unter C im Vorstehenden 




gegeben, nämlich durch h, a nnd y. Innerhalb desselben sali 
ein r ech teekförmigea Gebäude KLMN so abgenteckt 
'werden, dass die Ecke M. von der Dreiecksaeite <t um Jt, absteht, 
die Ecken K und N von h um Ic^ abstehen , die Ecke L von c 
den Abstand k^ hat und der Inhalt J des Rechtecks KLMN 
am gröBsten ist. 

Wo muss die Ecke K liegen ? Welche Längen müssen die 
Recht eck SS eiten erhalten? Wieviel beträgt das Jnm? 

Lösungs-Andeutung. Die Ecken des Rechtecks £Xi(fJV 
müssen sich auf den Seiten des Dreiecks ^4,5, Cj befinden, wo- 
bei J3,C, parallel BC im Abstände *i, ^,(7, parallel AC im 
Abstandfl k^, A-^i parallel AB im Abstände k^ gemeint ist. 

Die Winkel des Dreiecks AiByC^ sind also gleich denen 
des Dreiecks ABC. Die Seitenlänge A^Ci = \ folgt aus fi, ß, 
■/, Ä, , h^ und Äj. 

Ist hi berechnet, so kommt Alles auf das in dem Torstehf-ndün 
Abschnitte C Behandelte zurück, weil das Dreieck AiB,(\ an 
die Stelle des Dreiecks ABC tritt. 



Die Seitenlängen s, , s,, 
ecks ABCD (siehe die Fi 
schrieben sein. 



Sj und s, eines ebenen V i e r - 
l- 99, Seite 236) mögen vorge- 
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Es soll berechnet werden , welche Form dem Viereck 
theilt Verden mnss , damit es den Maicimalinhalt hc 
Insbesondere soll man ^in diesem Sinne) angeben, 

I. welche Beziehung zwischen 
den Grössen der Winkel ß 
und d bestehen mus» ; 
n. nach welcher Gleichung ß von 

^11 ^11 ^s ^^^^ ^t abhängt; 
m. wie sich der genannte Winkfil 
mittelst der vier Seitenlängen 
constrairen lässt. 
^ Endlich soll der Grösstweith 

des Flächeninhaltes des Vierecke angegeben werden. 

Lösung. Man hat für den Flächeninhalt, welcher F heissen 
möge, die Gleichung 

22) F=\ s,s, sin /? -|- I SgS^ sin S. 

Dabei besteht, wegen der Länge der Diagonale AC, die 
Bedingung 

23) Si^-}-Sa' — 2 «iSj cos /S = Sj» -|- S*^ — 2 SiS^ cos rf, 
oder 

24) tp^Si^-^Si^ — 2SiSj cos/S — Sj* — Si^-\~ 2SgS^ coad^O. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass der Gröastwerth 

Ton F vorliegt, wenn 

,J=180'' — d, 
also wenn das Viereck ein S ebne nv i ereck ist (die Pankte A, 
B, C und D auf einer Kreislinie liegen). 

Man findet dies leicht durch Anwendung der für „Maxima 
und Minima mit Nebenbedingungen" geltenden Be- 
handlungsweise , nämlich durch Ausnutzung der mittelat Diffe- 
rentiation aus Nr. 22 und 23 oder 24 sich ergebenden Gleichungen 
dF „ ^_« .____ ^^ 



1 



^ = und -^ = 0, aus ( 



dß 



eliminirt werden kann.*) 



*) Die Behandlung der ,Mazima und Minima mit Neben- 
bedingnngen' besteht bekanntlich darin, dass aus den bodiu^cDdeii 
Gleichungen nicht die abhängige Veränderliche seibat eliminirt wird, 
sondern ihr Diff erentialqnotient aus den Differentialgleich- 
ungen der Bedingungen. (Siehe Schlömilch, Compendium der höhoieii 
Analysis, Bd. I, § 35.) 
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Aus der Gleichung Nr. 22 folgt nämlich : 
,-■, dF 1 ( ^ . . dd\ 

^"^ d^ = TV>'' ""''' + *»''* "°''*d^j- 

Ferner giebt Nr. 23 oder Nr. 24; 
26) s^Si ain /3d(? = s^Si sin (Jdil, 

mithin 

op SjSj sm 
Dies in Gleichung Nr. 25 gesetzt, liefert: 
„„, iF__ 1 .ii^iß+S) 

dß 2 '■ sind 
Da nuD, wegen des MiDimums Ton F, 

§'" 

sein muss, so giebt die Gleichung Nt. 28 : 

30) am(ß-\-^ = 0; 

31) ii-\-d = 0\ oder ß -^ 3 = ISO", oder 

iJ-l-d = 360", tt. s, w. 
Hiervon ist ofEenbar nur möglich 

32) /? + <J=180", 
also 

33) 6=180" — ß. 
Letzteres liefert : 



Demzufolge giebt die Gleichung Nr. 


26: 

4C08<I). 


Mithin ist 








36) 


d-F 

df" 
32 der 


-i-(s,»,sin(J + 


V.sin<^. 


Daher : 
37) 
folglich für Nr 


Grösstwerth 


des Flächeninhaltes F 


vorhanden. 








Führt ma 


n St. 33 


m Nr. 23 ein, S 


ergiebt sich 
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Nach dieser Gleictmn^ kann der Wink rf /S berechnet und 
daDQ in GiadmaBs aufgetragen iverden. Et läsat eich aber 
auch constrniren (ganz ohne Rechnung), wenn Nr. 38 etwa 
in der Form 

Si^ + Sa* Sa' + at* 

39») cosjJ = 



1 



oder in der Form 

I S»' Sj* s 

g^ _j — ^ 



cos ß "^ - 



<''+ir) 



Benutzung findet, wobei nnr rechtwinklige und ähnliche Drotccke 
gebildet zu werden brauchen. 

Ist ß anfgezeichnet, so erhält man mittelst der Seitenlängen Sj , 
Ss, Sj und S4 das gesuchte Viereck. Bestätigung der Con- 
stiaction wird erhalten, wenn der Versuch lehrt, dass die Ecken A, 
S, G und D anf einer Kreislinie liegen.*) 

Nach dem bekannten Satze , welcher für die Fläche des 
Sehnenvierecks gilt {oder durch Einsetzung Ton Nr. 33 und Nr. 39 
in Nr. 22), hat man schliesslich : 



40) Ä-.-V'as — s,)(is-s,)(^s-s,)(js-sj, 
wobei 

41) s = s,+«, + »,+s„ 

also die Summe der vier Seitenlängen (der Umfang) ist. 



Wenn der Punkt P (Fig. 100, Seite 239) von Ä und B 
aus durch Vor wärt sab schneiden (vergl. §4) bestimmt ist, 
so hat er bekanntlich**) den jmittleren" Fehler 

•) Über eine andere Art, daa Sehnenviereck aus seinen Seiten zu 
constrairen, sehe man: SchlOmilcb, Geometrie des MaasBes, 3. Auflage, 
Th. I, § 28, Abschnitt f. 

") Man sehe hierüber g 2, Abschnitt D, Nr. X. Femer; Jordan, 
Vermessungskunde, Bd. I, g 101 der 3- Auflage. 



42) 



M = 



und Miniina. 



wobei d den mittleren Fehler des Winkels a , wie auch den ( 
Winkela ß bedeutet. 

Sind die Abstände AP und BP gleich, ist also 
43) b = a, 

so tritt an die Stelle von Nr. 12 : 



44) 



M=*- 



ain y 



Es soll nun aaf Grund dieser Gleichung Nr. 44 derjenige 
Wertb des Schnittwinhels / berechnet werden , für welchen der 
mittlere Fehler M am kleinsten ausföllt. Auch wird das MaXn 




verlangt (ausgedruckt durch C und d). Endlich soll man den 
VVerth des Winkels o, welcher dem Jfmin entspricht, durch Co n- 
Ntruction aus der Orundlinienlänge AB ^ e ableiten. 
Lösung. Da, für 6 = a. 



am -— =: — 



, mithin 



4Ö) 



geht die Gleichung Nr. 44 über in 

a 



46) 



M = 



2 y2 sin* 
Demgemäae ist M am liieinsten, 
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Kl)= 



am grosBten ausföllt. 
Man hat aber 



/-(!)— U^-l—i) 



Ferner : 



«) r(|-)=o.4(2c... 

Laut Gleichung Nr, 48 wird 

50) r(|-) = 

wenn entweder 



52) 2co8»-|--ain^^ = 0. 
Ana Nr. 51 folgt 

53) y = 0. 

was aus naheliegendem Grande nicht in Betracht kommt. 
Aus Nr. 52 ergiebt sich : 

54) tan Y = y^2, 

55) y = 2 arc tan ^2. 
Wenn Nr. 54 vorliegt, so ist 

56) "»i = K|. 

und 

57) «»=1 = ^1- 
Dies in Nr. 49 eingesetzt, liefert : 

r(|)=-.j/I 

also Negatives. Es liegt mithin Maximum von /'("5")» '- 
Minimum von M vor, wenn Nr. 54 erfüllt ist. 
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Diese Gleichnng 54 gieht : 

59) y— 1090 28' 16", 

auf ganze Secnnden abgerundet, als den Winkel, für welchen der 
mittlere Fahler M am kleinsten ist. 

Füi das Mala folgt aus den Gleichungen Nr. 46, 66 nnd 67 : 

60) M^i„ = I k'I cd = 0,.iw cd. 

Durch Construction kann die mittelst der Gleichnng Nr. 54 
bestimmte günstigste Stelle P der Mitte-Senkrechten folgen- 
1 erhalten werden : Es ist, laut Nr. 54, 
1 



61) 

mithin 
62) 
Oder auch: 



tan« ==-,_, 
! = 350 15' 52".*) 



Man macht deshalb (siehe Fig. 101) die zur Standlinie AB 
senkrechte Gerade BQ = ÄB = C. Dann ist AQ = cl^2. 




Nimmt man nun AIl = AQ; ferner RS parallel BQ und 

eh e, so ist 



64) 



tan BA S = — r^ = tan o ; 

c/2 



*) Anmerkung. Dieser Winkel stimmt überein mit dem, unter 
welchem die von P kommenden Lichtstrahlen "bei A auffallen mttssten, 
um diLseltiEt die stärkste Beleuchtung zu bewirken. Man sehe 
hierüber: Theil I, Seit« 52. 
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Flg. lOI. 



ea Bchneidflt also AS auf der in errichteten Senkrechten den 

gesuchten Punkt P an. 

G. 
Bezüglich einer Minimum- Aufgabe, welche das N i v e 1 1 i r e n 

mit Lattenschwenken betrifft, sehe man die im „ Literatur- 
Teisseichmss" genannte Abhand- 
lung Ton G u t j a h r. Sie zeigt , 
dass die bei wagerechter Ziel- 
linie an der Latte abgelesene 
Länge l (Fig. 102) am klein- 
sten wird , wenn der durcii 
die Lattentheilung und die Loth- 
richtung gebildete Winkel cc be- 
stimmt ist durch die Gleichnng 



1 




65) 



sina = 



wobei s die Stärke (Dicke) der 

Latte und A die abzulesende 

senkrechte Höhe bedeutet. 

Dieses Ergebniss, welches aber in der Praxis des Nivellirens 

nur für grosses s tmd kleines h in Betracht kommt , lässt sich 

leicht veranschaulichen. 

Man kann es sogar (ganz ohne zurechnen) der Anschau- 
ung allein entnehmen, wenn man beachtet, dass AP (also l) 
am kürzesten sein muss , wenn P senkrecht über D liegt , also 
DP gleich h ist. 

Andeutung zur Lösung durch Rechnung : Es ist, 
wie die Fig. 102 zeigt : 

k = l cos a -}- s sin a, 
also 

- s sin a 



66) 



1 = 



cosa 

mithin diese Function von a auf ihren Kleinstwerth i 
Das führt auf die Gleichung Nr. 65, 



. brin 



In Bezug auf die „G 
Linie sehe man Jordan 
Auflage des lU. Bandes. 



odätiache Linie" als kürzeste 
Vermessungskunde , § 74 der dritten 
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Hier wird zimfichst folgendes Problem behandelt: Auf der 
ersten Kante eines dreiseitigen Prismas ist ein fester Punkt A 
gegeben ; auf der zweiten , welche mit der ersten in derselben 
Horizontal ebene liegen möge, ein fester Punkt j5. Man soll auf 
der dritten Kaute, welche sich in der Höhe A ftber jener Wagerecht- 
ebene befindet, einen Punkt S derartig bestimmen, dasa die Summe 
der Längen der geradlinigen Wege ÄS und SB am klein- 
sten wird. 

Es orgiebt sich , dass die dritte Kante anter gleichen 
Winkeln übersehritten werden muss.*) 

Dieses Ergebniss findet Ausnutzung für die geodätische 
Linie krummer Flächen, indem F I äch anschnitt cu rven 
an die Stelle der Prismenkanten gesetzt werden. Das giebt 
den Satz : Die Überschreitung der aufeinander folgenden Meridiane 
des Umdrehungsellipsoids erfolgt durch eine Ourve auf dem 
k ürzesten Wege, wenn die betreffenden Azimute gleich sind. 
(Näheres durch die oben genannte Literatur.) 

§ 56. Quenolmltte von Canälen, Gräben und GeriimeiL 

A. 
Der Wasserquerachnitt eines oben offenen Gerinnes oder 



erte 



I Ca- 



nals {Fis5. 103) soll Recht- 
eck f r m haben und den 
Inhalt ABCD = q be- 
sitzen. 

Wie muas man die 
Dimensionen AD = x und 
AB = S wählen, damit 
der benetzte Umfang 

1) Ü=BA 

am kleinsten sei? 




AD-i-DC 
Welchen Werth hat jener kleinste Umfang, also das Umin't 



•) Man kann dieses Problem als das einer Gebirgsrücken-Über- 
sehreitung auffassen; dann liegt es nahe, die Sache zu verallge- 
meinern, indem man annimmt, dass die drei Kanten der sich scbneiden- 
den Kbenen nicht parallel seien. 
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Lösung. Es ist 

2) U=x+-2-^' 

Diese Function von x wird, wie ihre beiden ersten Differential- 
quotienten lehren, am kleinsten für 

3) x = |/2^ 
also wenn 

4) z=^x; 

mithin falls die Breite des Querschnitts das Doppelte seiner 
Tiefe ist.*) 

Für den Kleinstwerth des benetzten ümfanges hat man 
demnach : 

5) ü"„.in = 2 \/2^. 

B. 

I. Wird die durch Nr. 4 bestimmte Tiefe nicht benutzt, 
sondern 

6) = Jcx, Jc^l, 

genommen, so ergiebt sich ein benetzter umfang, welcher grösser 
ist als das ümiw Er möge Ut heissen. 
Man zeige, dass die Beziehung 



1) üt = -7=== Umi 

2y2k 



min 



besteht; dass z. B. für 

8) Ä = 1 , 

also bei quadratischem Querschnitte, 

9) Ut=.l = 1,06066 Umin 

ist, mithin die Abweichung vom Kleinstumfange reichlich 6 Pro- 
cent desselben beträgt. 

n. Ferner vergleiche man das C/min mit demjenigen benetzten 



*) Man vergleiche § 66, wo sich das räumliche Seitenstück 
vorfindet. — Wenn man den Satz: 

«Yen allen fiächengleichen Rechtecken hat das Quadrat den 
kleinsten Umfang** 
als bekannt voraussetzen will, so sind die obigen Ergebnisse Nr. 4 
und Nr. 3 ohne Rechnung, selbstverständlich. 

Das Entsprechende gilt für das im § 66 behandelte räumliche Seiten- 
stück (bezüglich des Würfels). 



r Querschnitt 
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Umfange Ü„, welchen ein halbkreisförm 
bei demselben Flächeninhalte q haben würde. 
Es ergiebt sich : 

10) Cnm :Un=2:y'n, 
also, auf drei Decimalstellen abgerundet, 

11) P»,„ = l,ml7„. 

Das Cmin übertrifft mithin daa ür, um beinahe 13 Procenl. 

des letzteren. 

Anmerkungen zu A und B. 

(t) Wenn für ein gegebenes q der benetzte Umfang U am 
kleinsten ist, ao wird nicht nur der ReibungBwideratand am 
kleinBten, Bondem auch der Materialaufwand tardieManenin^en. 
Letzterer mindestens näherungaweiBe; ob genau, das bedarf 
bBBonderer Untersuchung, {Wie bei den Grün drissformen der Ge- 
bäude. Siehe diese, nämlich die §g 48 und 49.) 

ß) Die durch die voratebendB Gleichung Nr. 2 ffegebene Function 
vnn X hat ganz die Form derjenigen, welche fär Gehftiide- 
gruadrisBB auttritt. Es gilt also bezüglich jener Function 1' 
im Wesentlichen das, waa in den §§ 48 und 49 binsicbtlicb lift 
dort behandelten Function gefunden worden ist. (Man sehe itlfHi' 

. beiden Paragraphen; insbesondere den Abschnitt G des § 4S.i 




Wenn der Querschnitt eines Gerinnes ein gleichsehe 
liges Dreieck {ABC der Fig. 
104) bildet, ao ist es von Werth, 



x = ÄB=AC, t/ = BN=NC, 

z = AN und Ol = ^ JfAC 
nehmen musa, damit der benetzte 
Umfang 

121 U=AB-\-äC=2AB 



hie 



ate 



bei Torge- 
inhal t e 



schriehenem F 1 ä 

13) q = JABC. 

Hierbei kann U ausgedrückt werden 
I. durch q und y, 

U. „ 2 , «, 

m. . 5 , ß. 
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Man berechne für den ersten Fall das y, für den zweiten 
das z , für den dritten das a , welches den Kleinstwerth 
des J] herbeiführt. 

Lösung. Es ergiebt sich sehr leicht: 

14) y = ^=f/^, 

15) x=V^, 

16) a = 450. 

Der Querschnitt muss also die Form eines durch eine Diago- 
nale hergestellten Halbquadrates erhalten , wenn das C/min 

(nämlich 2 ^2 g^) vorliegen soll. (Man sehe die vorstehenden 
Abschnitte A und B.) 

D. 
Ein zu M.'N (Fig. 105) symmetrischer trapezförmiger 
Wasserquerschnitt A3 CD kann als Verallgemeinerung des im 
Vorstehenden unter A bis C behandelten rechteckigen und drei- 




eckigen Querschnitts (Fig. 103 und 104) angesehen werden. Unter 

der Voraussetzung, dass der Flächeninhalt -4 JB CD = g als con- 

stante Grösse vorgeschrieben sei , soll man die Giltigkeit des 

unter Nr. I — VII Folgenden nachweisen. 

I. Durch 

AD^x, 

durch ^ und h ausgedrückt, hat der benetzte Umfang 

1) V=BA^AT)^DG 

(vergleiche den vorstehenden Abschnitt A) den Werth 

2 



17) 



f^=:r + ^/A* + (3-MS 



wobei Ä als Constante gemeint , nämlich als gegeben ge- 
dacht ist. 
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Für die beiden ersten Differential quo tienten dieeer Fonction 
f {x) ergiebt sich : 



18) 
und 


ix 


/*'+(?- 


w 


19) 


i'V 


2 h' 


■ 


/». + (S_fa). 




Mithin tritt das 


D„,. ein, wenn 




20) 




. = |-jm 




i.t. 








Die 


zugehörige obere Breite 








BC = s 




(ie8 Profils hat den Werth 





21) j, = i- + 4 Va h. 

Beide Beträge (Nr. 20 und 21) laaaen sich leicht con- 

Äla Kleinstwerth des benetzten Umfanges folgt ans 
dpn Gleichungen Nr. 17 und Nr 20; 

22) 

Je mehr man die Sohlenbreite des Profils von dem Betrage 
Nr. 20 abweichen l&aat, desto mehr unterscheidet sich der be- 
netzte Umfang ü von dem Kleinstwerthe Nr. 22. Nimmt man 
z. B. statt des durch Nr. 20 bestimmten Trapezes ein Recht- 
eck (toq dem Inhalte q und der Hähe k) so besteht für den 
benetzten umfang, der dann Ui heissen möge, die Beziehung 

, + V^h' ' 
wird ein gleichschenkliges Dreieck gewählt, so hat man 
für dessen benetzten Umfang, den wir U^ nennen wollen, 

24) „ 2>/?-TTii ^ 

1+Vah' 

Aus den Gleichungen Nr. 20 und 21 ist leicht entnehmbar, 
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dass die Profilseiteo AB and ÖC (Fig. 105) unter 60" gegen 
die wf^erachte Sohle AD geneigt sein mässen , wenn das JJmia 
(Gieichnng Nr. 22) eintreten soll. 

II. Wird der benetzte Umfang U bei vorgeschriebenem q nnd h 
nicht durch die Sohlenbreite x ausgedruckt (wie unter I), sondern 
durch den Winkel 

a = BAÄ^ =ÜDDi, 
so hat man: 

25) t7 = -^-|- ^~^''°^" A. 
Das ist von der Form 

26) V = j- + hf(a}, 

wobei 

/ 1 2 — cosa 

27) 9>(a) = : 

Die zwei ersten Differentialquotienten dieser Function von a 
haben die Werthe : 

,„. -, , 1 — 2 cosa 

28) O) (a) = — — . , ■■ ■ 

und 

29) 

Hieraus folgt (wie am Schlüsse von I), dass das t/min für 
30) a = 60" 

eintritt. 

III. Wenn q und a vorgeschrieben sind und man /* ao be- 
stimmen will, dass der benetzte Umfang U am kleinsten wird, 
so hat man hierzu die Gleichung Nr. 25 zu benutzen. Sie giebt 
fr in der Form 

Ä ' 

wobei 

3ffl ;t = ^-"'° 

amo 
ist.*) 

•) Anmerkung. Bezüglich der Functionsform Nr. 31 gilt das, 
was auf Seite 245 über die Function Nr. 2 unter ß gesagt 
worden ist. 



1 



- cos a) cos a 



31) U=kh-]-j^- = ilf{h), 



33) 

34) 
lehren 



M&xima mid Minima. 
Die WerttB der Differentialqaotienten 



— 2 ä 
dass das üinin eintritt, fär 



v"w = 



r. 



3G) 



cos a 

Dabei hat, wie sich leicht ergiebt, c 
i t !■ den Betrag : 

(l-co.«) 



:ugehÖiige Sohlen- 



Vi; 



l/ain a(2 — cos a) 
die ö b e r p Breite hingegen hat den Werth : 

>i4 



y'ain o {2 — cos a) 
Es l>i'<jtehen also die einfachen Begehungen : 



38) 



Sie sagen : die drei Seiten des gesuchten gänstigsten Profils 
werden von einem Halbkreise, welcher aus dem Mittelpunkte 



B 
\ 




•> 

L 


c 


Ar- 


i^.l 


— -/ 


— -a 



D 



TOB y (mit dem Radius %) constmirt ist, berüli 
nämlicli in der Figur 106 : 

Aq Ja; 



üutAOq = 



0(i~ 
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das ist Gleichung Nr. 38. Ferner lässt jene Fignr sofort die 
Richtigkeit von Nr. 39 erkennen. 

Diese Ergebnisse können zur Constrnction der gesuchten 
Profilform benutzt werden. 

Anmerkung. Für den Fall, dass 

a = 90o 
ist, giebt die Gleichung Nr. 35: 

femer liefert Nr. 86: 



x = y2q. 
Dies stimmt mit den Gleichungen Nr. 4 und 3 des Abschnittes A. 

Der zu Nr. 35 gehörende Kleinstbetrag des benetzten 
Dmfanges hat den Werth 



40) 



2 — cos a 



sin a 



lY. Dieses ümin wird (bei veränderlich gedachtem a) am 
kleinsten, wenn die Function Nr. 27 ihren Minimalwerth er- 
reicht. Das tritt (gemäss Nr. 28 und 29) ein , falls a gleich 
60 Grad ist. Dann liegt das absolute ?7min, nämlich das üminain 
vor. Es hat den Betrag 

41) U^n^,^ = 2VVSq, 

Die zugehörige Profilhöhe h, die Sohlenbreite x und die obere 
Breite y haben dann die Werthe 






42) 

43) 
und 

44) y = ^yi/3q=2x. 

V. Sucht man denjenigen Betrag von h auf, welcher das 
durch die Gleichung Nr. 22 bestimmte Umin B,m kleinste!) 
macht, so ergiebt sich wieder der Werth Nr. 42. — Dieser aber 
führt, in die Gleichung Nr. 22 eingesetzt, auf Nr. 41. 

VI. Dem Vorstehenden ist leicht entnehmbar, dass das abso- 
lute t/min (Gleichung Nr. 41) vorliegt, wenn das Profil AB CD 
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(Fig. 106) die Form der durch eine Di^onale (BC) etzeujjten 
Hälfte eines regelmuasigen Sechsecks hat.*) 

VII. Zwischen dem Umfange ü„ desjenigen Halbkreises, 
welcher den Flächeninhalt q hat , nnd dem durch die Oleichiing 
Nr. ■!! ausgedrückten absoluten f7min des trapezförmigen 
Profib besteht die Beziehung : 

Es ist also, auf drei Decimal stellen abgerundet, das 

mithin um 5 Piocent des U^ grösser als letzteres.**) 

Vergleicht man ferner das absolute Ümin des T raji en es 
mit dem f/min des Rechtecks (also Nr. 41 mit Nr. 5) so er- 
giebt sich, dass ersteres reichlich 93 Procent des letzteren beträgt. 

E. 

Zur Erweiterung Desjenigen, was in den vorstehenden 
Abschnitten A bis D behandelt worden ist , möge das nnter 1 
bis 111 Folgende Beachtung finden : 

I. Die Ausdehnung der Untersuchung auf andere Querscbnitts- 
fornien als Rechteck, gleichschenkliges Dreieck und symmetrisches 
Trapez, z. B. auf unsymmetriache Trapeze (Fig. 107), oder auf 





QuerKt'Jinitte, welche (ganz oder theilweise) nach vorgeschrieben ei« 
Gesetze gekrümmt sind, ist anzurathen. Desgleichen die Onter- 
auchung des Einflusses , welchen etwa vorhandene Zwischen- 
wände ausüben. (Vergleiche § 48 und 49.) 

•j In Bezug auf Nr. II— VI vergleiche man § 74, Abschnitt 11. 
") Man sehe die den rechteckförmigen Querschnitt betreffenden. 
aieiühaagen Nr. 10 und 11. 
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U. BeiücksicMigong verdient der Umstand, daas vielleicht 
an verschiedenen Stellen des Profils verschiedene Heibang 
vorliegt, z. B. bei einem rechtechförmigen Profil (Fig. 103) oder 
bei einem symmetrisch-trapezförmigen (Fig. 106) am Boden die 
Reibung grösser ist als an den beiden Seiten wänden; bei 
einem unsymmetrisch-trapezförmigen (Fig. 107) vielleicht an allen 
drei Stellen verschieden. Es sind dann die betreffenden Längen 
mit verschiedenen , Gewichten" zu versehen, wenn es aich am die 
Berechnnng der für die Was a erbe wegung günstigsten Profil- 
form handelt. 

in. Änsnntzui^ der nachstehenden Literatur, welche vor- 
züglich die technische Seite des im § 66 Behandelten be- 
trifft, ist zur Erweiternug des Vorstehenden sehr zu em- 
pfehlen : 

Frühling und Lincke, Wasserleitungen u. s. w. ; 1893: 

S. 7 — 12; 19—25. 
Grashof, theoretische Maschinenlehre; Bd. 1; § 128, 
Keck, Vorträge über Mechanik ; Th. II; 1897; S. 299—302. 
Lueger, Wasserversorgung der Städte; 1895; S, 52, 53, 

61, 692—706. 
Bitter, Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik, § 169 der 2. Aufl. 
Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der Mechanik; 5. Aufl.; 
Th. I, § 499—601; Th. U, Abth. 2, S. 156—168. 

§ 57. Sdüflnssanciitsrsoliiiltte. 

A. 

Man setze zunächst voraus, dass der Querschnitt der Sclileusae 
ein Rechteck (ASCD.Fig. 108, S. 253) mit vorgeschriebenem 
Flächeninhalte q sei und beweise die Giltigkeit des unter I bis IV 
Folgenden : 

I. Der benetzte umfang luit bei vollständig gefüllter 
Schleusse •) den Werth 

wenn mit x die Breite AD bezeichnet wird. 

*) Im ganzen § 57 wird vollständige Füllung vorauBgeaetzt ; 
liegt sie nicht vor, eo kommt im WeBentlichen der § 56 in Betracht. 
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Er ist, was die Differentialquotienten f'{x) und f {x) der 
FuDction 

2) m=x+-i- 

Iphrsn, »m kleinsten, wen! 

3) a: = »/«, 
mithin bei quadratischer Form 
dps Sclileuasenquerscbnitta, *) 

11. Zwischen dem dann vorliegenden 

4) t/m,„ = 4 f^Q 

und dem Umfange (/» des flächengleichen kreisförmigen 
Querschnitts besteht die Beziehung 

5) D.,. = ^D,. 

Es ist also, anf drei Deci malstellen abgerundet, 

6) PmL„= 1,138 i7„ 

III. Wird die Rechteckshöhe AB (Fig. 108), welche y heisaen 
möge, nicht gleich x (Gleichung Nr. 3) genommen, armdern 

7) , y = liX, k^ 1, 

»ü steht der dann vorliegende benetzte Umfang, den wir Vt nennen 
wollen, zn dem U^x^ in der Beziehung 

8) t/,=^^[r^,„. 

Daa giebt z. B. für i = 4 ; 

9) V^ = \U^^ = W-l\«y^- 

IV. Die Function Nr. 2 ist ein besonderer Fall derjenigen, 
welche in den §§ 48 und 49 bei der Untersuchung der Gebäude- 
grundrisse vorlag. (Man sehe deshalb die genannten Para- 
graphen ; beaonders den Abschnitt G des § 48.) 

*] Will mim die Giltigkeit des Satzes: 

,VoD allen Vielecken, welche gleiche Seitenzahl bei gleichem 

Flächeninhalte haben, besitzt das regelmässige den 

kleinsten Umfang; und letzterer ist desto kleiner, je 

grösser die Seitenzahl" 

als bekannt voraussetzen (was aber hier nicht geschehen soll), 

so abd viele Ergebnisse der g§ 56 und 57 ohne Rechnung 

asgebbar. 
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Ea möge ferner Torausgeaetzt werden , daas der Schleusseii- 
queischnitt , wie die Fig. 109 es angiebt , ans einem Recht- 
t>c\i AB CD und aus einem Halb- 
kreise B.E (7 bestehe, welrhe zu- 
sammen den Flächeninhalt q haben. 
Nachzuweisen sei die Giltigkeit de? 
unter I — m Folgenden: 

I. Fflr den benetzten Umfang 
U=ABECD hat man zunnahst 
die Gleichung 

10) u={i+^y + 2s: 

mithin, wenn y eliminirt wird, 

Dia Differentialquotienten g>'(x) und ^"(x) dieser Function 
Ton X, welche wieder die Form 

12) ^(x) = ax-\-~ 

hat,*) zeigen, dass das Umia bei vorgeschriebenem«} eintritt, wenn 

' 4 + rr 
ist und demgemäsB 

14) y^} X, 

was die Fig. 109 zur Anschauung bringt. 
Die Gleichung Nr. 13 giebt: 

15) fmlQ = y^li + ^) 3- 

II. Demnach besteht hinsichtlich des Umfanges U^dea Hitchpn- 
gleichen kreisförmigen Querschnittes (vergleiche A, U, auf 
Seite 253) die Beziehung 

16) n... = y*^u.: 

'°'° r 2 71 ' 
es ist also, auf zwei Decimalstellen abgerundet, 

17} U„,o = 1,OT U„. 



13) 



*) Siebe IV des vorstehenden Abschnittes A. 
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Hingegen hat man : 



1«) 



^-=^^f*^^»"=''."^- 



wenn unter U, „ der benetzte Umfang eines balbkreis förmigen 
Schleussenquerachnitts verstanden wird. 

III. Nimmt man, statt Nr. 14 zu benntzen, die Abmessung 
19) tf = kx, k^\, 

so ergiebt sich für den zugehörigen benetzten Umfang, der nieder 
(wie unter A, 1I[, auf S. 253) f/j heissen möge : 



U, = -: 



= r„„ 



Vi.'i + ?r) (fr + 8 Ä) 
z. B., wenn h=\, also y ^= x genommen wird: 

21) f7, = l,<H.t7„,i„, 

auf drei Decimalstellen abgerundet. 



Hat der Schleussenquerschnitt die durch die Fig. 110 
gegebene Form, für welche 

AD = x, ÄB = y, MB = r 
gesetzt werden soll , so gilt , wa« be- 
wiesen werden möge, das Nachstehende : 

Es hat der benetzte Umfang V, 
wenn man ihn zunächst durch x , y 
und r ausdrückt, den Werth 

22) E7 = a: -{- 2 y -|- 2 r arc sin — ■ 

Dabei besteht für den vorgeschriebe- 
nen Flächeninhalt q des Profils die Glei- 
chung 




23) 



5 ^^ ary -j- r' are sin - 



1 



y4r 



Aus den Gleichungen Nr. 22 und 23 ergiebt sieb V als 
Function von x und r, nämlich 



V-'-^^-i + Ly/Ji^^, + ,,'. 



30) x = y — = 
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Setzi man nun fest, daas der Halbmesser r des Stichbogciis 
als constantes Vielfaches von x durch die Gleichung 

26) r = cx 

TO^eschrieben sei (wobei 

26) c g: ^ 
sein muss) so geht Nr. 34 über in 

27) f7={l + iK4»"-T + 2c(l-c)>rcaml}»- + '^. 
Das hat wieder die Form Nr. 12, wobei 

28) o = 1 '+ ^ |/4cä_ri _j_ 2 c (1 — c) arc sin 
und 

29) b — 2q 

ist. 

Demgemäas ergiebt sich, daas der Kleinstwerth von U 
vorliegt, wenn 

** V 2 + »Z* C* — i + 4 C (1 — c) an: sin — 

wird ; ferner, dasa er den Beirag 

31) t7,„i„ = 2K^=2j/|2+K'4c*^+4c(l-c)!UTsin--}(/ 
hat. 

Für 

32) c = 4 

gehen die Werthe Nr. 30 und 31 über in Nr. 13 und 15. 

Die Berechnung von Nr. 31 für noch einige andere Bp.träge 
von c, etwa für 

33) c = l, 1, 2, 3, 

würde zeigen, wie das ^min sich ändert, wenn C wächst, also 
wenn die Stichhöhe des Bogens BEG (Fig. 110) abainimt, 

D. 

Angeregt und angeleitet durch das nnter A — C Vorstehende 
untersuche man noch andere Schleussenquerschniife , als die, 
welche durch die Fig. 108 — 110 dargestellt sind. 

Ferner berücksichtige man, dass die Längen, ans denen der 



^ 



J 
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benetzte Umfeng [/^ sich zosam laen setzt , mit Terschiedenön ,Gp- 
wichten' in Rechnung zn stellen sind, wenn am Profilamfange 
nicht üherall dieselbe Reibung stattfindet (sie z. B. für die 
(iurch Fig. 109 angegebene Profilform am Boden grÖHBer ist als 
£in den Seitenwänden oder an der Decke). 

Endlich beachte man, wenn der § 57 Erweiterungen 
erfahren soll j die nachstehende Liteiatni, welche aieh be- 
sonders auf die technische Seite des Schlenssenbaues bezieht: 
Frühling and Lincke, Wasserlettnngen n. s- w.; 1893; 
S. 13 — 17 und 25 — 35 (wo auch sehr viele weitere 
Literaturangaben gemacht sind). 
Handbuch der Ingenieur Wissenschaften; 3. AiiH.; 
Bd. IH; Abth. 1; U. Hälfte. {Und zwar hier nur die 
Abschnitte über die Formen der Schleussenqiierschnitte. ) 



§ 58. Balkenquersolmitte für grösste Trag^braft nnd kleinste 
Dnrchbleguig. 

A. 
Gröaste Tragkraft, 
1. Für die Tragkraft P eines parallelepipedischen Balkt^ns 
gilt die Gleichung 

,) P=i:6(.._n 

wobei b die Breite, l die Länge und T den Tragmodul des Balkens 
bezeichnet , a aber den Durchmesser desjenigen Rundholzes 
(kreiacylindrischen Baumstammes), aus welchem der Balken bei- 
gestellt werden soll. Man sehe darüber: § 29> B| t und IL 
Hier ist gezeigt, dass die Tragkraft JP bei constanier Ealkon- 
länge l ihren GrtSsstweith für 




2) b = :^ = t^ia = 0,«,a 





—Fl-""- 


' 


reich 


t und dass dieser den Betrag 




3) 

t. 




Ta 
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II. Die zu der günstigsten Breite, Gleichung Nr. 
hörende Höhe ist 
i) h = yqa. 

Man hat mithin die Beziehungen : 

5) fc':Ä':a«=l:2:3 
und, auf drei Decimal stellen abgerandet, 

6) A=K^ = 1,.„. 

Die grösste Tragkraft wird also erreicht, wenn man de 
Balken so herstellt, dasa sich seine Höhe zu seine 
Breite verhältwie (nahezu)? zu 5, oderwie(nahe 
zu) 10 zu 7. 

Anmerkung. Dies entspricht ganz dem Verhältnisse de 

Strecken a und h, welche bei der Beleuchtungsaufgabe 

gebend sind, die im § 28 des I. Theilea des vorliegenden Werkoa 

gelöüt wurde. 

Femer entspricht es der Gleichung Nr. 9 der im folgenden 

Paragraphen behandelten Hängewerks- Aufgabe. 
ni. Die durch die Gleichungen Nr. 2 und 4 bestimmlen 
Dimensionen dea Balkenquerschnittes grössterTrag- 
kraft lassen sich aus dem Durchmesser AC^^a (Fig. 63 
von S. 125) durch eine höchst einfache Construction ab- 
leiten. Man braucht nämlich nur den Letztgenannten in drei 
gleiche Theile zu theilen und in den Theilpunkten {E und F) 
auf ihm Senkrechte nach entgegengesetzten Seiten zu errichten. 
Wo diese den Kreis schneiden, da liegen die gewünschten Punkte, 
B und D. Es ist nämlich dann, nach einem sehr bekarmten 
Satze der elementaren Geometrie : 



7) AB=VAE-ÄC=y/ia-a = y'ia, 
was mit der Gleichung Nr. 2 übereinstimmt ; femer 

8) AD = ]/AF-AC= y%a-a = y\a, 
was Nr. 4 entspricht. 

Jene Construction ergiebt sich, wenn man beachtet, das?, ge- 
mäss der Gleichung Nr. 2, für h das geometrische Mittel 
zu a und \a zn zeichnen ist; ferner für Ji, laut Gleichung Nr. 4, 
das geometrische Mittel zu a und \a. 

IV. Welchen „Nachtheil" man erleidet, das hetsat um 
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wie-TJel die Tragkraft sicli veimindert, wenn fftr die 
Balkenbreite h nicht der Werth Hr- 2, sondern ein anderer, 
bfinutzt wird, ist leicht angebbar. Man berachne es für den all- 
gemeinen Fall 

9) b = nyia, 

wobei fi irgend eine (der Sachlage nach zulässige) Zahl bedeuten 
möge ; *) ferner für den Sonderfall des quadratischen Balken- 
qnerachnitts. (Für diesen hat man 

10) b = KF« 

und es ergeben sich demgemäss 40 Procent Verlust.) 

V. Wie der Werth Nr. 2 aus der Gleichung Nr. 1 ohne 
Differentialrechnung abgeleitet werden kann , indem man die 
letatgenannte Gleichung, welche für b dritten Grades ist, „trigono- 
mptrisch' auflöst, darüber sehe man Heia, Aufgaben aus 
(Ipr allgemeinen Arithmetik und Algebra, § 108, Nr. 22 einer 
der neueren Auflagen. — Auch Seite 9 , 10 und 13 der im 
„ LiteraturTerzeichniss " genannten Abhandlung von Weinmeiater. 



Kleinste Durchbiegung. 

I. Soll für einen parallelepipedischen Balken, 
welcher an dem einen Ende wagerecht eingemauert, an dem an- 
deren («lastet ist (Fig. 57 auf Seite 122), daa relative 
Biegnugsverbältnias, also das Verhältniss der 
Dnichbiegung zur Länge, am kleinsten sein, so muss 
das Produkt bh^ möglichst gross gemacht werden. 

Dieser Sata möge für bekannt gelten. (Man aehe § 29, 
Abschnitt C.) 

Zu berechnen sei zunächst, wie die Breite AB=b und die 
Höhe DA = k (Fig. 63 von Seite 125) gewählt werden müssen, 
damit jener Minimalwerth vorliege für einen Balken, welcher aus 
einem kreiscylindrischen Stamme mit dem Durchmesser 
jlC=« hergestellt werden soll. 



*) Vergleiche die in den vorhergehenden Paragraphen ausgeführten 
Nach tli eil' Berechnungen; beaondera die für Uobäudeformen vorge- 
§§ 48 und 49. 
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Auch ermittele man das VerhältDiss der Höhe zur Breite ; 
ferner das der Quadrate Ton b, h nnd a. 
Lösung I. Da die Beziehung 

11) a' = b^-\-h^ 
besteht, so ist 

12) 6Ää = (/a«-ÄU'i 
oder ^ 

13) 6Ä» = &Ka» — h»'. 

Es handelt sich also, wenn Nr. 12 benutzt wird,*} nm das 
MaKimum der Function 

14) f{h) = h" ]/a' ~~ A«, 

oder auch, um das der leichter bebandelbaren Function 

15) 9.(Ä) = k* {a^ — A*) = o'Ä« — A». 

Die beiden ersten Ditferentialqnotienten der Letzteren sind : 

16) g>'(h) = 6 ffl'A* — 8 Ä' = 2 (3 a» — 4 A'}A* 
und 

17) g>" (h) = 30 a^h*— 56A«= 2{15a'— 28 fi^l A'. 
Der Erste wird zu Null, wenn 

18) A = 5 t' 3 a. 
Hierfür hat der Zweite den Werth 

19) (p"(h) = -~ ~a*, 
ist also negativ. 

Mithin tritt das Minimum der Dürr li hie gung für den 
durch Nr. 18 bezeichneten Werth der Balkenhöhe ein. 

Die zi^ehörige Balkenbreite folgt ans den Gleichungen Nr. 1 1 
und 1 8 zu : 

20) 6 = i O. 

U. Als Verhältniss der günstigsten Dimensionen hat 
man, gemäss Nr. 18 und 20: 

21) ^ = rs; 

das ist, abgerundet auf drei Decimal stellen, 

22) * = 1.'^* 


oder, nahezu : 

23) A : ft = 7 : 4. 



1 



*} Vergleiche das unter III Folgende, 
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Ferner besteht, laut Nr. 18 nnd 20, die Beziehnug 

24) fc*:Ä*:aä = 1 : 3 ; 4. 
DieConstruction der Werthe Nr. 18 und 20 ist selba t- 

V e r 8 t ä n d 1 i e h. 

m. Der Betrag Nr. 13, nämlich 

wird am gröasten, wenn 

25) Fib) = b^{a''—hy 
seinfln Maxi mal werth erreicht. 

Aus der Gleichung Nr. 26 aber folgt : 
20) Fib) = 2b (a» — &*)" («' — 4 fc*)- 

Dies wird zu Null, wenn 
37) 6 = 0, 

oder 

28) b = a, 

29) t = J a. 

Die Werihe Nr. 27 und 28 kommen nicht in Betracht. 

Für Nr. 29 (welches mit Nr. 20 übereinatimmt) ist F"(b) 
negativ; also F(b) am grössten. Man hat nämlit-h für JP"{/*), 
gemäss Nr. 26 : 

30) F"{b) = 2 (o* — 6^) (a* — 17 a'b^ + 28 b*) ; 
das aber geht, wenn Nr. 18 eingeführt wird, über in; 

31) F"{b\^^^ = -la*. 

§ 59. Eiafaclifls Hängewerk. 

Wenn auf ein „einfaches Hängewerk", dessen 
Sparren in der Fig. 111. S. 262, durch AB und BG an- 
gedeutet Bein mdgen,"^) die Belastung 2Pin B wirkt, so 

*) Näheres über die Construction des eiafachea Hängewerkes 
wie auch über die im Nachtolgenden benutzten Begriffe und Sätae aus 
der Festigkeitslehre sehe man, wenn nCthig, in irgend einem Lehr- 
bacbe der Mechanik oder der Bauconstmctionslehre. 



262 



i und Minima. 



iat (Uli Hpannnng S, welche jeder der Sparren erl Bidet , aus- 
gedrückt durch die Gleiehiuig 
P 



1) 



- = Pc 




Diese Spaimung will den .Sparren Kerknicken , nimmt s 
seine „rückwirkende Festigkeit", die 7^ genannt werden soll, 
Anspruch. Letztere aber hat , was hier als bekannt vor» 
gesetzt Bein möge, den Werlh 



2) 



--f. 



wenn mit l die Sparrenlänge (j4ß = 5C) bezeichnet wird, mit £ 
der Eiasticitätsmodul, mit J das Trägheitsmomenl des Sparren- 
quprschnitts in Bezug aaf seine neutrale Faserschicht. 

Es ist mithin die Spannung gleich der rückwirkenden Festig- 
keit (gegen Zerknicken), wenn die Beziehung ^ 

3) Pcca-^ 

i) J-CBCO_ j, 

besteht. 

Aus dieser Gleichung Nr. ü soll abgeleitet werden, für welchen 
Wi-rlh des Ni'ignnga winkeis K das Trägheitsraoment J (von dem 
die Querachnittsdimensionen des Balkens abhängen) bei constantem 
P und H am kleinsten ist, wenn unverfindorliche Spannweite 

4) AC^ 2 c= 2 1 cos a 
vorliegt. 

Lösung. Aas Nr. 3 and 4 folgt : 

iV _^ 



&) 



J = -=- CSC a sec* a = 
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Mithin wird Jam kleinsten, wphd die Function 

6) f{a) := sin o cos'' a 
am gröasten ausfällt. 

Die beiden ersten DJfferentialquotionten der Letzteren haben 
die Werthe ; 

7) f{a) = cos a (cos» a — 3 sin^ a) 

8) f (a) = sin a (2 sin» a — 1 vos^ a). 
Sie lehren, daes J am kleinsten wird, für 



10) 



« = 35" 15' 52" 

Anmerkungon. Mim zeige, wie sich der durdi die Gleichung 
Nr, 9 bestira rate Neigungswinkel dpr Sparren r.unsfruiren läast. 

Auch herechne raan das Jmia, uIsd den KloinNtwnrth den 
Tr&pheituniomentea. 

Endlich «elie ninn ilie in der Mitts der W. 358 stnhende AnniertHng, 

§ 60. Maxima und Minima, den Erddruck betreffend. 



Druck einer Erdmasae gegen eine tothrechte Ebene. 
Nach einer bekannten (sehr einfachen) Theorie •) ist der 
Normaldruck ß, welchen einewagerecht begrenzte 
Erdmaase gegen eine aie Fig. iia. 

stützende lothrechte Wand 
(von der Höhe AB ^= h) hervor- 
bringt, durch die (ileichung 
j tan [0 — f) 



1) D^\yh'' 



taiifl 



, tan {6 — ff) 
tanO 
ausgedrückt. In derselben hedeutet y 
die Erdmassen-Diclitigkeit, $ den 
(Teränderlichen) Neigungswinkel der 
Sihnittebene {siehe Fig. 112), <p den Rejhuiigswinkel. 




L 



•) Keck, Vorträge über Elaalicitatwlehre 1H9 ; S. 270. 
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Gemäss Nr. 1 wird (rein mathematisch aufgefasat) 

2) D = 0, 
weoa 

3) e = <f, 
oder wenn 

4) 0=90''. 

Zwischen den beiden letztgenannten Betrfijren von Ö liegt 
ein M aximalwer th des Druckes D. Man bererhne denjenigen 
Betrag von ö, für welchen dieses Dmu eintritt. Auch das Z)mix 
Helbat; letzteres ausgedrückt durch y, h and ff. 

Lösung. Aas Nr. 1 folgt: 



1 



dD „tane8ecä{e — y) — tan(0- 


ff) sec^ e 


"' dH ^ tan^ö 




Da nun 




6) Ö<90'' 




ist, also tan ff nicht unendlich gross sein kann 


, ,so hat 1 


mäsa Nr. 5 : 




f-. 




wenn 




8) tan sec^ (6 — tp) = tan (ö - tp) p 


c=ö, 


also wenn 




!)) ein2Ö^sin2(9-y). 





Hieraus aber folgt , dasa die Winke! 2 D und 2 (H — tf) 
Supplementwinkel sein müssen; daher 

10) Ö=|(90« + 9') = 45<»-|-^(f. 

Für diesen Betrag von ö ist der aus Nr. 5 folgende WL'rlh 
äas zweiten Differentialquotienten -j-^— negativ, nlm I) am 

grösston. Unter dem durch Nr. 10 angeg^ibeni'n Winkel liegt 
mithin die Gleitebene der durch die senkivcble Mauer ge- 
stütaten Erdmasse. 

Aus Nr. 1 und Nr. 10 folgt; 

11) !)„,„ — ^yAHan(45» — ^f)cot(45"+ J </>), 
oder auch 
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12) Dm. = i yh* tan* {45<» — \'p); 

13) !,.„ = ), *.i^!||. 



Der Lehr« vom Erddruck, insbesondere der Theorie 
der geradlinigen Böschnngen, lassen sich viele Aufgaben 
entnehmen, wi^lche die Haxima oder Minima von Functionen be- 
treffen. Man ^ehe hierüber z. B. : 

Handbucli der Ingenieurwissenachaften; Bd. I ; 

Abth. 3; S. 21—22 der 2. ÄuB^e (vom Jahre 1884). 
Keck, ElasticiUtslehre ; 1893; S. 274— 278. (Gleichgewicht 
eines geböachten Erdkörpers. Schon im § 30 angeführt.) 
— Ferner: S. 279—285. (Normaldruck einer wagerecht 
begrenzten Erdmasse gegen eine lothroi^hte Ebene. Ab- 
schnitf A des vorliegenden § 60.) — Auch S. 285-289. 
(Druck eines überhöhten Erdkörpers gegen eine Stüfzuiauer.) 
K Otter, die Entwickelung der Lehre vom Erddrnck. Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung; Bd. II 
(1891/92.) — Vergleiche: Jahrbuch über dieFort- 
-fch ritte der Mathematik, Jahrgang 1893/94, S. 84 
und 85. (Referat.) 
LoRWe, Strassenbaukunde ; 1895. S. 195—200. 
N a V i e r , Mechanik der Baukunst ; 1879; S. 111 — 113, (Auch 

S. 116 und S. 119—122.) 
V. Ott, Baumechanik; Th. I, § 1—5 der 2. Auflage. 
W e i s b a c h , Lehrbuch der Mechanik ; Th. 2 ; Abth. I (v. J. 1882) ; 
S. 43— 46. (Cohäsion lockerer Massen.) Ferner: S. 28— 33. 
(§ 6. Das Prisma des gröasten Erddrucka.) 
Zu dieser Literatur sei Folgendes besonders bemerkt : Manche 
untersuchen, wo ea sich um die Maxima oder Minima der Functionen 
einer Veränderlichen handelt, nur den eratenDifferentialquof.ienten, 
lassen also den zweiten ganz unbeachtet. Das ist bekanntlich 
im Allgemeinen unzulässig. 



'2Qß Maxima und Minima. 

§ 61. Braottquersoluiitte. 

Maxima und Minima betreffende, auf „Brnchquerachnittft" 
(gefäbrli<^hn odei' schwache Querschnitte) sich lieziehnnde Aufgaben 
kGuneu der nach stehenden Literatur entnommen iverden: 

Bach, Elaaticntät und Festigkeit ; 1890; S. 66—69, 235-240. 
K. V. Ott, Baumechanik ; 2. Auflage; Th. li; S. 184—194. 
Weisbach-Herrmann, Mechanik; Th. I; 6. Auflage; 

§ 255 und 256. 
W i 1 1 m a n n , Statik der Hochbauconstractionen ; Th. U ; 1882 ; 
S. 33, 40 und 41. 
Als Beispiel möge dienen : Die Mechanik lehrt , da.ss 
(unter geeigneten Voraussetzungen) für einen gle ich breiten , ab- 
gestumpft-keilförmigen, durch die Fig. 113 ange- 
deuteten Träger der Brnchquerschnitt //.M ^0 beim Wirken 
einer Kraft P vorliegt , wenn der Abstand x jenes Querschnitts 
Ton dem Endquerschnitte EFGH die Function 



1 



1) 



«^' = f = ¥(H-v)" 

I um macht.*) 




Dabei bedeutet v die Höhe {LM = ON) des Bruch querschnitta, 
h die HQhe {EF= HG) des Endquerschnitts, c seinen Abstand 

, Mechanik; Th. I, 4. Auflage, § SG2; 



•) Weisbach-Hei 
oder 5. Auflage, § 256. 
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von der Kantn JK des Ergänzongsstäckea ; aämmtliche Abständen 
senkrocht zu der vertikalen Ebene ABCD gemeint. 

Man soll jenen Abstand X mittelst der Gleichung Nr, 1 be- 
rechnen, ausgedrückt durch c, 

Lösung. Die in Nr. 1 stehende Function /"{.r) lässi sich, 
weil h und c constant sind, durch 

2) FW = (5+51" 

X 

ersetzen ; oder durch 

3) if{x) = ^ + 2c + x; 
auch durch 

Die beiden Differentialtjnotienten il^'ix) und tfj' (x) lehren, 
daas das Minimam Ton ip(x), also auch das \oü f{x), eintritt für 
5) a; = c. 

Es sieht also der Bruch quer schnitt vom End Querschnitt so 
weit nach der einen Seite hin ab , wie die Kante JK nach der 
anderen Seite. (Dabei ist vorausgesetzt, dasB C kleiner sei aln 
die Länge des K eilst umpfea, nämlich kleiner als der Abstand der 
Ebenen ABCD und EFGH.) 



j 



§ 62. Belenebtnngs-Aitfgabeii. 
A. 
Wenn auf einer senkrechten Geraden (Fig. \\i) 
quelle C verschiebbar ist und 
eine kleine , bei S in dem vor- 
geschriebenen Abstände AB^a 
befindliche, wagerechte Ebene durch 
jene beleuchtet wird , so ist es 
werthToll, zu wissen, wo die Licht- 
tiuellfl C angebracht werden mnss, 
damit die Beleuchtung am stärk- 
sten sei. Mau berechne die Lage 
jener Stelle. 




1 



*) Auch hier beachte man den Ahachnitt Q dea § 48. 



\ 
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L ü » u n g. Da die Lichtstärke, welche Zi heisseu möge, be- 
kanntlich proportional iat dem Sinus des Winkels Ö und um- 
gekehrt proportional dem Quadrate der Entfemajig CS, so hat man : 

1) i=-|sinecos^e, 
wobei h eine Constante bezeichnet. 

Aus den Werthen der beiden ersten Differentialqnotienfen 
dieser Function von Ö ergiebt sich, dass daa Lm», eintritt, wenn 

2) tan e = -7^ , 

Vi 

3) Ö = 35" 15' 52". 

Die Höhe ÄC = h, in welcher die Lichtquelle angebracht 
wenlen inuss, hat mithin den (laicht construirbaren) Werth 



1 



i) 

ist also nahezu 


'=w 


5) 


h = ia. 


Näleies hierüber 


im § 69 auf S. 263, 


Nachfolgenden unter 


t genannten Stelle. 



Ändere interessante Aufgaben, welche in daa Gebiet df^r 
Maxima und Minima der Functionen von einer (oder von mehreren) 
Veränderlichen gehören , ergeben sich , wenn man fragt , wie 
Zimmer, Säle, Strassen u. s. w. unter vorgeschriebenen 
Verhältnissen am günstigsten durch eine oder mehrere Licht- 
quellen beleuchtet werden können. 

Die Anregung zur Lösung derartiger Aufgaben möge hier- 
durch gegeben sein. Auch möge auf die Benutzung der nach- 
stehenden Literatur hingewiesen werden: 

L Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der 
Differentialrechnung ; § 28. 
n, Revue industrielle, 1882 ; S. 103 - 105. 
III. Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- 
Vereins zu Hannover; Jahrg. 1883 ; S. a82. (Referat, 
Nr. II betreffend.) 
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. w. (Siehe das 



IV. Liebenthal, das Parallel ogramiu u. 
jLiteraturverzeichniss".) 

V. Beiblätter zu den Annalen der Physik und 
Chemie, Jahrg. 1890 (Band XIV); S. 117 und 118, Nr. 34. 
(Bericht über die unter Nr. IV stehende Abhandlung von 
Liebenthal.) 

Man hat beim Behandeln solcher Beleuchtungs-Äufgaben be- 
kanntlich von dem Satze auszugehen, welcher in dem vorstehenden 
Abschnitte (A) am Anfange der , Lösung" genannt worden ist. 



iner Grund- 
recht winkliges 



§ 63. lUoIitaDgsbestimmimg für eine Aehse. 

Die Gleichung jeder Geraden g (siehe die Fig. 115), z. B. 
die der Achse einer Strasse oder der Kichtung 
stüeksgrenae, lautet, bezogen auf ein ebenei 
Coordinatensystem, bekanntlich : 

1) if^Ax, 

wHui A die „Richtungsconstante" bezeichnet, als 



ist und dt 




Durch ein X und das zugehörige y (Punkt P der Fig. 115) 
würde (au « boatimmt sein, wenn jene beiden Coordinaten ganz 
fehlerfrei wären, was sie aber im Allgemeinen nicht sind. 

Man möge, als zusammengehörig, gemessen haben : Xj und y, 
für einen Punkt P^, von welchem man meint, dass er der Geraden 



*) Verallgemeinerung im § Tl. 
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genau angehöre, während er im Allgemeinen nicht ganz genau 
auf ihr liegt ; femer x^ und y^ ^^^ einen ebensolchen Punkt P^ ; 
und so fort bis Xn und ^„. Dann sind diese Messungen behaftet 
mit den (kleinen, unvermeidlichen) Fehlern 

fi=yi— ^i tan a, 
3^ ^ ft=yi — ÄTgtana, 

fn=yn—Xn tan a. 
Es muss also , wenn die Bedingung gestellt wird , dass die 
Summe 8 der Quadrate dieser Fehler am kleinsten sein soll, 

4) 5 = (yi - iCi tan a) 2 -f (jjfg — a:» tan df) 2 + 

+ (y«— iP»tana)*, 
oder 

5) S=2(y — Axy = F{A\ 
zu einem Minimum gemacht werden. 

Das giebt in 

«) Iz"» 

die Gleichung zur Berechnung von -4, oder tan a. 

Die unter diesem Winkel a liegende Gerade ist dann die- 
jenige, für welche die Summe der Quadrate der unter Nr. 3 ge- 
nannten Fehler am kleinsten ausfällt. Man berechne ihn 
(hierbei, wenn nöthig, Th. I, § 56, wie auch § 71, Abschnitt C, 
beachtend) und denke sich P^, P^^ . . . . Pn etwa als alte, halb- 
versunkene Grenzsteine, aus deren Lage die einer wichtigen 
geradlinigen Grundstücksgrenze g möglichst genau ab- 
geleitet werden soll. Auch gebe man zum Schlüsse ein Zahlen- 
b e i s p i e 1 ; etwa das , welches für M = 4 der Fig. 115 ent- 
spricht, wenn aus ihr die rechtwinkligen Coordinaten der Punkte Pj , 
P,, Pj und P„ durch sorgfältiges Abmessen entnommen werden. 

§ 64. Volkswirthscliaftliche Aufgaben. 

A. 

Im § 13 der 2. Auflage des I. Heftes seines Werkes über 
die Theorie des Trassirens (siehe das „Literaturverzeichnisse') 
zeigt Launhardt, unter sachgemässen Voraussetzungen , auf 
S. 57, dass für Eisenbahnen der Betriebsüberschuss V 
durch die Gleichung 
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1) (;=.y„„./=A 

ausgedrückt werden kann. Dabei ist /" der Frachtsatz, /ö der 
Betriebskostenanfwand für das Tonnen-Kilometer, ;i die 
Ludolph'acbe Zahl 3,m . . . . ; ferner bezeichnet y die Anzahl der 
G&tereinheiten , welche anf der Flächeneinheit des Marktgebietes 
erzeugt werden. Endlich ist 

2) v = m~-p 

der Versendungswerth des Gutes, welches zu einem Preise ji 
erzeugt und zum Marktpreise m verkauft werden kann. 
Es sind also /'o, f, V Und fr constante Grössen, 

Zu berechnen sei mittelst der vorstehenden Gleichung Nr. 1, 
für welchen WBrth von f (ausgedrückt durch fo) der Betriebs- 
äberschass U am gröasten ist, und wieviel sein Maximalwerlh 
beträgt. 

Lösung. Man findet leicht, dass 

3) /•=|/i 

sein muss , also der Frachtsatz gleich dem Andert- 
halbfachen der Betriebskosten. 

Ferner ergiebt sich , dass der dann vorliegende G r ö s s t - 
w e r t h des Betriebsüber Schusses die Höhe 



'Sil?" 

hat.'} 



4) D... = i 



Nach einer ebenfalls von W.Launhar dt gegebenen Theorie**) 
ist der gesammce volk swirth schaftliche Gewinn 6r, welcher 
durch die Güterbeförderung einer Eisenbahn erzeugt wird , aus- 
gedrückt durch die Gleichung: 

Dabei bedeutet wieder /* den Frachtsatz, fo die Betrieb s- 
kosten (gemeint für das Kilometer) , k aber einen constantcn 
Factor. 

*) Siehe über das Vorstehende auch: Launhardt, mathematiHche 
Begründung der Volks wirthschaftslehre; 1885; S. 191 und 192. 

**) Mathematische Begründung der Volkawirthschaftslehre , S. 30B: 
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Man berechne, für welchen Betrag von f der Gewinn G 
seinp.n M asimalwer t h hat. 

Lösung. Mittelst der beiden ersten Differentialqiiotienten 
der Function 

WHklie liiit der tu dem Abschnitte A vorliegenden im Wesent- 
lichen übereiustimmt, ergiebt sich : 

7) f^U; 

also der wichtige Satz, dasa es vom v o Ik s w ivthscliaft - 
1 i c ii e ü Standpunkte aus am besten ist, deu Frachtsatz nur 
in der Höhe der Betriebskosten zu erheben, (Hieraus 
darf nmn Tolgern, womöglich alle Eisenbahnen in der Hand des 
S t a, ii t ■■ ?, zu sehen.) 

C. 

Cbtr die zweckm aasigst e Höhe des Person en-Fab r- 
freldf's auf Eisenbahnen sehe man eine von W. I, aun- 
hardt YBrfassie AbhandluDg, welche im Jahrgänge 1891 {S. 114 
bis 122J der Zeitschrift des Architekten- und 
Ingenieur Vereins zu Hannover erschienen ist. (Ein 
k«r7(!r Bericht über diese Abhandlung steht: Fortschritte der 
Mitfh.'inatik, Jahrgang 1891, S. 1046.) 



^ 65. Vermiscllte Auregungen and Asmerknngen, betreffend die 
Masjma und Minima der Fnictionen einer VeränderliclieD. 



l);i~ Maximum der Tragkraft eines gespani 
R a I k n n s liegt , wie die Mechanik lehrt , vor , wenn die 
kraft Q den Werth hat, welcher dem Maximum der Functio 



1 



<t(<ii-- 



■\{^-W-^ 



entspricht. (Näheres hierüber, insbesondere bezüglich der Be- 
deutung der conatauten Grössen A, e, F, W und ¥., sehe man : 
WeiabucL-Herrmann, Mechanik , Theil I , S. 628 der 
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Es sei jener Werth von Q aus der Gleichung Nr. 1 ab- 
zuleiten- 

Löaung. Den Werthen von ^'(Q) and <fi"{Q) ist leicht 
entnehmbar, dass das Maximum für 

2) Q^lhF 
eintritt. 

11. 
Der gunstigste Pf ostenquer schnitt bezüglich 
dcsZürdrücktwerdena ist das dem kreisförmigen Baumstamm- 
querachnitt eingeschriebene Quadrat. Der Druckwiderstand 
eines Balkens mit reehteckförmigem Querschnitt (Breite b, Höhe Ä) 
wächst nämlich proportional dem Flächeninhalte (bh) des 
dem Kreise mit dem Durchmesser 2 r eingeschriebenen Rechtecks, 
wird also am grossten, wenn 

3) F=by'4:r^ — b* 
sein Maximum erreicht. 

Näheres hierüber ; W i 1 1 m a n n , Statik der Hochbau- 
eons tructionen, 2. Auflage, Theil II, S. 4, Beispiel 4. 

m. 

Lber Trägerquerschnitte vongrösatemWiderstands- 
momeate sehe man eine im Jahrgang VII (1887) des ,Central- 
blattes der BauTcrwaltung" auf S. 103 und 104 stehende 
Abhandlung von H. Zimmermann (über welche im Jahr- 
gange 1887 des „Jahrbuchs über die Fortschritte der Mathematik" 
auf S. 1060 berichtet ist). 

IV. 

tn Bezug auf das Maximum deiGesammtspannung 

(Biegungsspannung -|- Druckspannung) in denSparren eines 

einfachen Sparrendaches benutKC man: Gottgetreu, 

Lehrbuch der Hochbauconstructionen , Theil II, S. 157 und 158. 



Bezüglich einiger Maxima und Minima aus dem Gebiete der 
Bögen-Theorie möge Beachtung finden : Weisbach-Herr- 
mann, Lehrbuch der Mechanik ; Theil H, Äbth. 1 (Statik der Bau- 
werke), S. 549 und 651 der 5. Auflage. 
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Di" günstigste Spannweite für Brücken mit eisernem 
Oberbau ergiebt sich,*) wenn man das Minimum der Fundion: 

bestimmt, in welcher L die Geaammtöffming, l die fragliche Spann- 
weite in Metern, A den Preis eines Pfeilers, a den Preia des 
Eisens für die Tonne der fertigen Brücke (einschliesslich der 
Rüstungskosten) bedeutet , F aber eine Constante , die für ver- 
schiedene Systeme nnd bei ein- oder zweigleisigen Bahnen ver- 
schiedeni" Werthe erhält. — **) 

Es ergiebt sich, unter Berechnung der Differentialcpiotienten 
/ (/) und f"(t), dass jenes Minimum vorliegt, wenn 

/Ja 



5) ?=10|. 

isf ; z. B, für L = 190 m, ^=5500 M, a = 350 M, dann 
wenn / = 21, j m (so dass die Brücke in diesem Falle 9 Öffnungen 
zu erhülten hat). 

VIL 
Die vortheilhafteste Geschwindigkeit,« beim 
Transportiren von Lasten durch Menschen und Thiere 
folgt, wie die Mechanik lehrt, aus der Untersuchung des Maximal- 
wertlies der Function 



6) «.)= ^ '' 



» + •, • 

in welcher v die Geschwindigkeit beim Hinwege (mit gefülltem 
Forde rge fasse), W, die beim Rückwege (mit leerem Gefässe), c die 
mittlere Geschwindigkeit des Arbeitenden bezeichnet , wobei Vy 
und c als constant anzusehen sind. (Näheres: Weisbach- 

*) .«ipha Handbuch der IngenienrwiBBensthaften, Band J, 
Abth. 1, II, Auflage (1833), S. 104—105. 

•*( I'ie vorstehende Function f{l), nämlich Nr. 4, ist im Weaent- 
iichen von dar Form derjenigen, welche für Gebäudegrnndriaee immer 
vorliegt. Man sehe die §§ 48 und 49; insbesondere den Abschnitt G 
des g 48. 
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HhntLiann, Lehrbuch der Mechanik, Theil lU, Abth. 2, S. 318 
und 319 der 2. Auflage.) 

Man berechne denjenigen Betrag der Geschwindigkeit v, für 
weluhen /"(«) am grösaten ausfSllt. 

L Ü 3 u n g. Es ergiebt sich leicht, dasa Letzteies eintritt, wenn 
7) v=(/{2c-fw,)«i— «, 

ist. 

VIII. 

Bezüglich der besten SteigungSTerhältnisse der 
Landptrassen und der vorth eilhaftesten Nutzladungen 
(sowohl für die Bergfahrt, als auch für die Thalfahrt) sehe man : 

Launhardt, zweckmäsaigste Steigungs Verhältnisse ; 1868; 

§ 5—19. (Separatabdruck aus demselben Jahrgange der Zeit- 
schrift des Architekten- und Ingenieur Vereins zu Hannover.) Ferner: 
Launhardt, die Steigungs Verhältnisse der Strassen. (Jahr- 
gang 1880 derselben Zeitschrift. S. 345 — 374,) 

IX. 

Über die vor th e ilhaf tes t e Geschwindigkeit (v) 
der rfeide auf geneigten Strassen, sowie aber den günstigsten 
Neigungswinkel (a) der letzteren, findet man eine Unter- 
suphiiii^,': Weisbaeh-Herrmann, Lehrbuch der Mechanik, 
Theil 3, Abth. 2, § 55 der 2. Auflage (vom Jahre 1880). 

E$ handelt sich hierbei um Maxima, also um Differential- 
quotienten , der die mechanische Arbeit ausdrückenden Function 

2 ;« sin a 

- Kv sin a. 



(1+OCS + Bina)" 
r zunächst V die Rolle der Veränderlichen hat, dann aber Q 



Für die Grösse, welche eine Dachfläche, ein Fenster, 
ein \V ii n d g e m ä 1 d e oder irgend ein anderer Gegenstand zu 
haben scheint, ist bekanntlich der zugehörige Gesichts- 
winkel massgebend. Bei richtig gewähltem Standpunkte hat 
jener Winke) einen Maximalwert h. Man sehe hierüber den 
§ 66 des I. Theiles dieses Werkes. 



XI. 

Gemäss § 2&, Gleichung 28, ist die Länge Q des Krümmnngs- 
halbmessers der Gewölblinie, oder Terallgemeinertf-n Ketten- 
linie (Seilcurve), ausgedrückt darch die Gleichung 

" ay 
Man zeige (unter Berechnung und Ausnutzung des betreffenden 
ersten und zweiten Differentialquotienten) dasa demgemäsa den 
beiden „Nasen", die im Abschnitte C des §25 genannt wurden, 
die Ordinate , 

zukommt (wobei die auf S. 111 unter Nr. 29 genannte Bedingung 
erfüllt sein muss). 

XII. 
Minimum-Aufgaben, betreffend die schönsten Formen der 
aus Kreisbögen zusammensetzbaren Ovallinien (Korb bögen) 
sehe man in der im „Literaturverzeichnisse" genannten Abhandlung 
Ton Wiener. Dieselben verdienen für die Ornamentik und 
Tektonik Beachtung. (Vergleiche den § 27.) 

XIII. 
Bezüglich der auf dieMe t hode der kleinsten Quadrat e- 
a u m m e n gegründeten Ausgleichung vonPolygonzügen 
möge beachtet werden: Jahrbuch übi^r dieFortschritte 
der Mathematik, Jahrg. 1884, S. 1087, Jahrg. 188«, S. 1082 
und Jahrg. 1887, S. 1203, wo über die Arbeiten von Jordan 
und Fenner berichtet ist. (Siehe § 63.) 



MAXIMA UND MINIMA DER FUNCTIONEN 
MEHRERER VERÄNDERLICHEN. 

§ 66. £ine Sammelbecken -Anfgabe.*) 

A. 
Es möge üunächst verlangt werden, die Kantenlängen x, y 
und z eines grossen Sammelbeckens zu berechnen , welches 



1 
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in Kaatenform (also in der Form eines geraden recht- 
winkligen Parallele pipeds) gebaut, bei vorgeschriebenem Fassungs- 
raume V (z. B. 4000 Cubikmeter) die kleinste innere Fläche S 
hat. Auch sei der Werth des Sm\a anzugeben. 

Lösung. Versteht man (siehe Fig. 47 auf S. 99) unter x 
und if die Kantenlängen der Bodenfläche, also unter S die Tiefe, 
so ist, wie im Abschnitte II des § 42, 

1) S_., + 2r(l + |) = ,, + 2F^. 

Diese Function der unabhängigen Veränderlichen x und y 
hat die partiellen Differentialquotienten 



2) 


sr=' 


d 
3) 


iS 


Si« 


Rind gleich Null, wenn 


4) 


x = y 



= f2V 

ist ; mithin 

5) 5 = J fTF; 

das heisst, wenn die Bodenflächenkanten gleich den Kantenlängen 
eines Würfels vom doppelten Körperinhalte sind, die Tiefe des 
Samraelheckena aber halb so gross ist. 

Dass dann wirklich der Kleinstwerth des Flächen- 
inhaltes S vorliegt, folgt schon aus der Anschauung, weil 
diese lehrt, dass S (bei vorgeschriebenem V) zwar beliebig gross, 
nicht aber beliebig klein gemacht werden kann. Doch zeigen 
es auch die zweiten Differentialquotienten. Sie haben nämlich 



die Werthe; 
8) 




') 


i'S 


und 

8) 


ixiy 
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genügen also den Bedingungen, welche erfüllt. Ki'in i 
ein Minimum von S vorliegen soll.*) 

Als Klpinstbetrag von S orgiebt sich a 
siehenden : 

9) S^>„ = 3 x"' = 3 p'iVK 



Um einige Zahlenbeispiele zu geben, /eiye man, dass 
(nach den vorstehenden Ergebnissen) für 

10) 1^=4000 Cubikmeter 
die Kaiitenlängen 

11) x^fj = 20 Meter, g = Iti Müter 
den Kleinstweith der Innenfläche und zwar: 

12) S„,i„ = 1200 Quadratmeier 
liefern; ferner, dass für 

13) ^=21 Meter und 1J = 20 Meter 
sich, auf Kwui Deciiiialatellen abgerundet, 

H) S^1200,os Quadratmeter 

ergieht ; fiir 

15) x^ 19,» Meter und y= 20,i Meter 

der dem iSmin ganz nahe liegende Werth 

Ifi) S= 1200,(11 Quadratmeter; 

wahrend z. B. für 

17) j: = 50 Meter, lj ^ 30 Meter 

der von jenem Minimum stark abweichende 

Ift) S'=1926,G7 Quadratmeter 

eintritt. 

Ferner berechne man, welche Abweichung des S von dem iSmin 
vorliegt, wenn dem Sammelbecken die Würfelform ertheilt 

*) (tber dieKe BcdinRiingfln sehe umn Theil J. S. 118; oder: 
SchtöiLiilcb, CoiLipeiidiuiu der bobeien AnnlpiH, R,l. I, S. 156 der 
5. Auftiige. 
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§ 67. AasglelchDQg der Fehler einiger HShenabwäguiigen. 

(NivellementsattsgleichungcD.) 
A. 
FehlerauBgluichang dreieckförmigor Kivellirviflge. 
Daruh gleich genaue Äbwägangen (Nivellements) hat man 
für ein Dreieck P^T'^Pj (Fig. 116)*) gefunden: 
Sj als Steigung von Pq nach P,, 
S2 „ „ . Pi » -P». 

s, . . , P. » P». 

wobei die s zum Theil negativ sind (also Gefölle) ttnd ihre algebra- 
ische Summe 

1) ^s^s,.^s,^s, 
d.7r „Schlussfehler" des 
Dreiecks ist, also sehr klein 

Es sollen die Höh im 
/(, von P, über P«, 
K . Pt , l'o 
ao berechnet, werden, dass ^* 
die Summe der Quadrate ' 

aller ,Widersprünho" w, welche zufolge der unvermeidlichen kleinen 
Messuögsfehler vorlii'f^en, ein Minimum ist. 

Die Werthe vmi /), und A, sind im Sinne dieyer Forderunjr 
abzuleiten, aussodriiikt durch Sj, .Sj und Sg ; anch «oll man den 
obigen Kleinstwerth , nämlich Sw^i„, berechnen, auwgndriickt 
durch den „Schlussfehler" 2s. 

Lösung. Es soll sein (siehe die Fig. 116) 

Is^ = h, , also A, — Si =^ ; 

Die „Widersprüche'' haben mithin die Werthe 

') Die Geraden der fig. 116, wie auch die der Figuren 1 17 iiml US, 
sind als vielfach gebrochene Linien, nämlich als Wi volürzüge 
KU denken. 

18» 
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Maiima und Micima. 

w, = Aj — s, , 

Wg =: Aj Ai Sj , 

«^ = — Ä, — Sa- 



1 



Sw* = w,* -j- Wg^ -\- Ws" 
am kleinsten sein soll, so muss die Ftinctiün 

3) F(Äi, A3) = (Äi — s,y + (Aa — A, - s,y^ + (- Aa — sa)^ 
ztt einem Minimom werden. 

Laut Nr. 3 ist der partielle Differentialqucitient 

4) ^ = 2{2A, —Aa — s, + %); 

5) |^ = 2(2A, — Ä,-s, + Sa;- 

Gemäas Nr. 4 und 5 Tolgen die Höhen h, und /(j (weil die 



beiden partiellen Differentialquotienten gleich Null 


aus den Gleichunge 




e) 


2hi — ht = si — Sä 


und 




7) 


2 Äs — Ä, = Sa — Sg. 


Das giebt 




8) 


1 S, + S» + Sa 


oder 




9) 


J,=S, -4Js; 


ond 




10) 


*i-(s. + ».)— ä-5'»-- 



Nr. 9 und 10 lehren: Der gSchlusa fehler" .i's des Dreiecks 
P0F1P2 ist mit 3, bezüglich j , auf die Punkte Pi und P» zu 
werfen, wenn die Höhen A| und J13 der letzteren so bestimmt sein 
aollen, dass die Summe der Quadrate aller „Widersprüche" am 
kleinsten ausfällt.*) 

*) Einer Untersuchung der zweiten Ditferentialquotienten der Func- 
tion F bedarf es nicht (siehe die Bemerkung' am Fubbc der S. 278), denn 
ohne Rechnung ist klar, dass eine Summe von Quadraten, also von posi- 
tiven Grössen (Gleichung Kr. 3), zwar in'« Unendliche wachsen, nicht 
aber beliebig klein werden kann, dass sie a)so ein Minimutn haben muss- 
( übrigens sprechen für das Minimum auch die aus Nr. 4 und 5 folgenden 
W'erthe jener zweiten Differenttalqnotienten von F.) 
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Laut Nr. 3, 9 und 10 hat man endlich 

11} ^j(,j_,^ ^ ^ fjSs)» = I oa_ 

wenn 

den -Schluaafehler" bezeichnet. 



'ebleranB^leichung vie 





Für eil 


Viereck PoPiP,Fs (Fig. 117)*) hat 


gl 


eich ge 


aue Abwägungen erhalten: 

s, als Steigung von Po nach P,, 
. P. . P., 
, P. . P., 
. P. . P., 

. A . P., 
a , . . P. . P.. 




Dabei sind (wie unter A) die S zum Theil negativ und dio 
algebraische Summe 

12) Si-j-Sa + s, + S( = ff, 

also der ,S c hl nsafehl e r des Vierecks", ist sehr klein. 
Es sollen die Höhen 

Ai von Fl aber P«, 
Äs , Pi , Po, 
h . Fz , Po 



•) Siehe ilie Bemerkunjf am Fusse der S. 279. 
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derartig Berechnung finden , dass die Summe . 

aller vorhandenen , Widerspräche" W ihren Kle 

I. falta nur S|, 



1 






Quadrate 
srth hat 



Sg und Sj benutzt werden, 
n. „ man Si, Sj, S3, Sj und Sj benutzt, 

III. „ „ S|, Sj, Sj, S4 und ,«a verwendet, 

IV. ^ Si, Si, Ss, Sß und Se Benutzung finden, 
V. ,, Si, Sj, Ss, St, «6 und S» zur Verwendung kommen. 

Die Gleichungen, aus welchen die drei Höhnn h,, Aj und A3 
sich ergeben (ausgedrückt durch die s) , sind für jeden der an- 
geführten fünf Fälle zu nennen; mindestens ist anzugeben, wie 
man jene drei Gleichungen abzuleiten hat, 

Lösung. Im I, Falle soll (gemäss Fig. 117) sein 



13) 


s,=*„ 


14) 


S, = k,-h,. 


15) 


«. = *.-»., 


16) 


Si = — A3, 


was <i^t 


(iimchungen Nr. 2 entspricht. 


E. 


inusä also die Function 


17) 


F,(h„ h,, h)^{k-s,y + (.h-h, 




+ (*.-S.-«.)'M- (-*.-!.) 


Jeu Kl, 
Da 


Tistwerth haben. 


18) 


-J^=n^'^-h-s,+s,). 


19) 


^ = 2(2J.-*,-J.-s.+ 


ao) 


^ = 2{2ft,-i,-s.+8.} 


ist, SI. 


uiten die drei Gleichungen, ans welchen < 


lUl.l *, 


-u berechnen sind: 


21) 


2hi — h — Si~S2, 



22) — h, -{- 2 ht — hi=r Si — S3, 

23) —h-\-2h = S3 — Si. 

Die Art ihrer Auflösung (nach h, , Äj und h-s) ist selbst- 
verständlich. Man vergleiche Nr. 6 — 10. 



L 
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Im II. Falle sollen (gemäss Fig. 117) die Beziehnngen 
Ni'. 13—16 und 

24) Sb = Äa 
gelten. 

Die zu einem Minimum zu machende Function ist mitliiu : 

25) -F;{A„ Äa, Äs) = (A,— s,)=+(Äa-Ä,-S,)^ 

+ [h — Aa - SsY -\-{—h — s^y -\- ih — s^y. 
Die drei Bedingungen 

' dkl öAa dJh 

geben die Gleichungen, ans welchen man hi, Äj nnd A3 abzu- 
leiten hat. 

Im III. Falle (welcher, wie der vorhergehende, die Berück- 
sichtigung von fünf Forderungen verlangt) handelt ea sich um 
den Kleinstwerth der Function 

27) Fs(A,, h, Ä3) = (A. -.s,)»+(Aa — Ä, — Sä)* 

_|- (Ä, - h - s,y + (— Ää — s^y + ih — h - Sa t^ 
im IV. Falle (auch fünf Forderungen) um den von 

28) Fi (/<„ h, h) = (A. — s^y + (Äs - Ji, — s^y 

+ ih - h - s,y + (Ä, - s,y + ih - h, - s,y ■ 

im V. F etile (sechs Forderungen) um den von 

29) Ft(hu h, Äa) = (Ä. — Si)« + (Äa - Äi - Sa)* 

-Ar{h-h~s,y^{-h~s,y-\-{h~s.y 
+ ih -h,- s,y. 

In jedem dieser Fälle giebt wieder die Bedingung, dass jeder 
der betreffenden drei partiellen Differentialquotienten gleich Null 
sein muss, die drei Gleichungen, aus denen die Höhen Ai, h^ 
und hs zu berechnen sind. 

Diese Berechnung und auch je ein Z ahl enbe is]i i n I 
durch zu fdhren, sei angerathen. 

Anmerkung: Zu dem ,IV. Falle" gehörig, findet man iiiit 
S. 69 des I. Theiles der 5. Auflage von WeiBbacli-Herrmann's 
Lelirbuch der Mechanik ein solches Beispiel. (Hier ist die dnrtli h 
bezeichnete Steigung zunächst gleich 69,877 Meter angegehen, 
dann aber mit 69,gn in die Rechnung eingeführt, waa 
acbtung und Berichtigung bedarf.) 
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Fetleraus^leicbung fünfeckförmi^er NivellirKflge. 

In einftm Fünfeck PoPi^afsP* (Fig. H»)*) sind durcli 
gleich genaue Abwägungen folgende Steigungen (difi zum Theil nega- 
tive Wertho haben) be- 
^^ ' stimmbar gewesen : 

K, von Po nauh P,, 




p. . 


P., 


p. , 


P., 


F. . 


P.. 


Pt , 


P». 


ft , 


P... 


K . 


P., 


Pi , 


P,. 


P. . 


P.. 


P. . 


P.. 


gsfeliler 


siatl- 



Es haben nur kleine , unvermeidbare Mes 
gefunden; mithin ist der „Schlnssfehler' 

30) « = 5,+Sa-|-Ss + S4 + S6 

des Fünfecks nicht sehi von Null verschieden. 

Die Höhen 

/(i von Pi über Po, 

K . Ps , Po, 

?'3 „ P» „ Po, 
A4 „ P* , Po 

sollen so berechnet, werden, dasa die Summe dir Quadrate aller 
„Widersprüche" den Minimalwerth hat 

I. wenn man nur s,, ,%, S3, S4 und äq in Rechnung stellt, 
II. j B ^1 1*13 Sft mit Sg und «„ benutzt, 
III, „ S, bis Sio Verwendung finden. 

Anzugeben ist, für jeden dieser drei Fälle, auf welche Weise 
sich die vier Gleichungen ergeben, aus denen die Höhen /<i, h^, 
ha und hi entnommen werden können. 

Lösung. Im I, F a 1 1 e sind 5 Forderungen zu berück- 
sichtigen. Es ist 



*) Man beachte die am Fnsse der S, 279 stehende Anmerkur 
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31) Fi(h, K h, h) = (h,-s,y-\-(h,-h, — s,y 

-i-{h-h — Sa)* -^{h — h — s,y + {-h- s^y 

die Function, welche ihren Kleinstwerth habRn soll. (Die Gleichung 
Nr. 31 entspricht den Gleichungen Nr. 3 und 17.) 

Im II. Falle (7 Forderungen) handelt es sich um das 
Minimum der Function 

32) FniK h, h, h) = (Äi — SiY + (Äa — Äi — s^y 

-\-(h-h-s,y-{^(h,-h-s.y'}'i-h-s,y 
-i-ih-M- s,y + (A4 — Ä, - ss)^ 

im 1 1 T. Falle (10 Forderungen) um das der Function 

33) Fui{k„ h, h, h) ^ (k, ~ s,y -^ ih ~ h, ~ s^y 

-\-iK — h,- s,y + ih - A3 ~ s,y + (- A4 - s^y 
-\-(h-s,y-i-ih-sry-\-{h-k^-s,y 

+ (A* — hl — St}* + (Ä, — Äa — S,o)^ 
welche der unter Nr. 29 genannten entspricht. 

Ans dem umstände, dass jeder der vier partiellen Differential- 
qurttieiiten der vorstehenden drei Functionen (Nr. 31, 32 und 33) 
gleich Null sein mnss, ergeben sich für jeden der drei Fälle die 
viel' Gleichungen, ans welchen die gesuchten Höhen h,, h^, ht 
und hi folgen. 

Zahlenbeispiele durchzuführen , möge auch hier em- 
pfohlen sein. 

D. 

NiveüementBauagleicIiungen bei verschiedener Genauigkeit. 
Sind die Steigungen nicht gleich genau ermittelt, so 
müssen die dann verschiedenen , Gewichte" der Beobachtungen 
in Betracht gezogen werden. In der Regel hat man jene „Ge- 
wichte" umgekehrt proportional den Längen der nivellirten Strecken 

Die Quadrate der „Widerspruche" (aiehe die rechten Seiten 
der Gleichungen Nr. 3, 17, 26, 27—29, 31—33) sind mit den 
„Gewichten" zu multipliciren. (In den genannten 9 Gleichungen 
hat jedes der Quadrate das Gewicht 1,) 

Näheres tiber die Ausgleichung von Nivellements: 

Hegemann, Ausgleichungsrechnung; 1896; § 18 und § S9. 
Jordan, Vermessungskunde; Band II, g 112—116 der 3. Aufl^e. 
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§ 68. Ansgleichang; der Winkel eioes Dreiecks and eines Vielecks. 
A. 

Man hat die drei Winkel eines ebenen Dreiecks ABC gleich 
genan gemesaen unJ für aie die Werthe a, , /J, und )', gefunden. Ihve 
Summe beträgt, zufolge der unvermeidbaren kleinen Messungs- 
fehler, nicht genau ISO'*. 

Es sollen diejenigen Wjnkelwerthe a , ß und y berechnet 
werden , welche die Eigenschaft haben , dasa die Summe s der 
Quadrate der vorliegenden „Widersprüche" oder ^Fehler'' am 
kleinsten ist und 

1) «4-^+^ = 180". 

Aach soll man den Werth des Minimums jener Summe s angeben. 
Lösung, Eigentlich hätten, wenn die Me sann gen fehler- 
frei wären, die Beziehungen 

a, = ß, mithin a — a, =^0, 

r,=y, n y — n^^ 

Giltigkeit. 

Die bestehenden ,,\Vidpr.siu-ücho* oder , Fehler" haben also 
die Werthe 

2) /, = ß — a, , 

wobei aber die trleichung Nr. 1 zu erfüllen, daher 
5) 7=1800 — « — ^ 

Es muss mithin, weil die Summe 

am kleinsten sein soll, die Function 

zu einem Mi n i m u m werden. 

Für ihre partiellen Differentialtjuatienten hat man 

8) -' ^2{2CE-|-/^— 180" — R, f J-, }; 

und 
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bF 
'' ^ = 2{a + 2^-180«-A-f y,J. 

Da nun für das Eintreten des Minimums 



10) 


tf— ^-» 


sein nius 


, so gelten, laut Nr. 8 und 9, die Gleichunge 


11) 


2a + |J = 180«+o,-y, 


Dud 




12) 


o + 2^=180» + A -y,. 



Hieraus folgt 

13) <1 = O.H-4{180"- (o,+|»,+).,)), 

14) /J = A+i|180»-(«,+A + )',)), 
IB) ?=C,+ill80«-(o, + ft+y,))- 

Eine Untersuchung der höheren Differentialquotienteu von F 
ist der Natur der Sache nach unnöthig. (Siehe die Bemerliung 
am Fusae der S. 280.) 

Man Iiat also gefunden : Der in Bezug auf die theoretische 
Winkelaumme (2 R, oder 180") des Dreiecks vorliegende Wider- 
spruch ist, fitlls die Messungen gleich genau waren, auf die drei 
Winkel g I e i c h m ä s 3 i g (zu je -j) zu vertheilen, wenn die Summe 
der Quadrate aller „Fehler* am kleinsten sein soll.*) 

Wird der Winkelsummen- Widerspruch mit w bezeichnet, also 

16) 180«-(a,+A +?,) = «- 
gesetzt, so ist 

17) Smin = J MJ*, 

mithin sehr wenig, weil w ein kleiner Bruchtheil, 



Man zeige, daas der entsprechende Satz nicht nur für 
das Dreieck, sondern allgemeiner, für dasn-Eck, gilt, 
dass also auch bei diesem der Winkel summen- Widerspruch (mit- 
hin die Abweichung der Summe aller gemessenen Winkel von 

*) Dieses auf theoretischem Wege gewonnene Ergebnisa ent- 
spricht auth dem .praktischen GefObl*. (Ganz wie das des Ab- 
schnittea A des § 67.) 
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2« — 4 Rechten) ZU je — auf die n Winkel zu werfen ist, falls 
(las genannte Minimum vorliegen soll. 

Man zeige ferner , dass der Satz nicht mehr gelten kann, 
wenn die Winkelmcasuiigpn mit verschiedener Genauigkeit 
ausgeführt wurden, die „Fehler" alao mit unglwchen „Gewichten" 
in Betracht zu ziehen sind. {Vergleiche § 67, Abschnitt D.) 

Literatur: Hftrtner-Wastler, Handbuch der niederen Geodäsie; 
Nr. 349 der r,. Anflaffe, oder Nr. 319 der 7. 
Koppe, die Annj^leichungsrecliiiung ; § 5 und 6. 



Aaagleiohung eines „HorizontabBChlusseß". 




sind mit i 



a Theodolit 



)', = P,SP„ 

y^ = P^SPo 

gleich genau gemessen wor- 
den. Die Addition der- 
selben hat ergeben , daas 
ihre Summe nicht 360" ist, 
sondern um einen geringen 
Betrag , welcher S heissen 
möge, davon abweicht, dass 



1) r. 



■- 360" -|- 6. 



Es sollen die Winkel 

/?, =PoSP,, ßt=P,SP„ ß.^P^SP,, ft^P,SP„, 
ausgedrückt durch j-j, /j, y^, y^ und 3, derartig berechnet werden, 
dass die Summe der Quadrate aller „Widerspräche" am kleinsten 
ausfällt und die Bedingung 

2) A-f/?. +A + ft = 360'> 

erfüllt ist. 



Maxima und Minima. . 289 

Lösung. Es soll sein 

3) ri=A. 

4) r,=ß., 

6) C, = A, 

6) )'. = A, 

wobei, wegen Nr. 2, 

^) h = 360" - 0», + ft + A). 

Die vorhandenen „Widersprüche" sind also 
8) »,=(»,-)■„ 

8) I«! = A — )•„ 

10) », = (»,-,„ 

11) ».-SeO'-ftf, +ft+«-n- 
Daher hat man in 

12) F{ß„ ft, ft) = (/?.- y,)» + 0?. - y»)* + 0?3 - n)' 

+ (360-ft-ft-,?,-y,)' 

diejenige PunctioD, welche zu einem Minimum werden soll. 

Ihre drei partiellen Differentialquotienten haben die Werthe : 

13) ^^äläft+Ä+A-n + n-seo}; 

") |£=2{l», + 2/»,+A-)', + )'.-360}; 

15) |~ = 2{A+A + 2A-)'. + )'.-360}' 

Da jeder deraelben gleich Null sein muas, so folgen die Winkel 

17) ßt = Yt-^S, 

18) ß^ = r^-\s, 

19) A = n — ■]<»■ 

Die Ergebnisse Nr. 16—19 lehren, dasa (wenn die in der 
Aufgalte genannten Bedingungen erfüllt sein sollen) der Abschluss- 
Widerspruch gleichmässig auf alle gemessenen Winkel zu 
vertheilen ist (ohne Rücksicht auf die Grösse derselben). Es ent- 
spricht dieses Resultat, welches mittelst der Methode der kleinsten 
Quadratesammen gewonnen ist, auch ganz dem praktischen 
Gefühl Ferner entspricht es Dem, was im § 68 unter ,,A" 
gefunden worden ist. 



Mau untersuche , ob das im Vor steh p.ndyii gewonüene Er- 
gebniss ffir jede beliebige Anzahl gleich gftnau gemessener 
Winkel (y,, y^, y^ y,) Giltigkeit hat. — 

Ferner ermittele man , ob jenes Ergebnias auch dann noch 
gilt, wenn die Winkel mit verschiedener Genauigkeit ge- 
messen sind, also ungleiche ,, Gewichte" in Betracht kommen. 
(Siehe § 67, Abschnitt D.) 

§ 70. Ableitung von m Richtungen ans m -|- h Winkelmessnngen. 

{Ausgleichung von Bicli tungsbeobacht ungen.) 

Bei der Bestimmung der vier Richtungen 

MA, MB, MC, MD 

(siehe die Fig. 120) sollen zehn gleich genau gemessene Winkel, nämlich 

NMA = a, ÄMB=b, BMC^c, CMD^d, 

NMS = e, AMC^f, BMB^g, 

NMC=k, AMD = i, 

NMD = k, 
^' ganz gleichmässig berück- 

sichtigt werden. Die Ab- 
leitung der Werthe der 




Bichtu 



nkel 



NMA = ri, 
NMB^Vt, 
NMO=r„ 
NMD = u 

soll s o erfolgen , dass die 
Summe der Quadrate der 
,, Fehler", nämlich derUnter- 
schiede zwischen den zehn 
gemessenen Winkeln (tf, h, 
c, d, e, /", g, h, i, k) einerseits 
und den zu berechnenden 
('"ii '''i< ''s' ''i) andererseits, 



I kle 



wird. 



Auf welche Weise ergeben sich , unter Erfüllung der 
gesprochenen Forderungen, die letztgenannten vier Winkel? 



A 
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Lüsang. Die zehn gemessenen Winkel solian, aua- 

gedrüekt durch die zu berechnenden, folgende Werthe haben : 

II) « = »-1, 

2) 6 = r, — r„ 

3) c = rs — r,, 

4) d = u- rj, 
(5) 

ß) f=n-r„ 

V) g = n-r„ 

1 8) h^r„ 

I 9) t = n — r, , 

10) k = r,. 

Da aber die Messungen mit unvermeidlichen kleinen Fehlern 
behaftet sind, so gelten die Gleichungen Nr. 1 — 10 im Aügi-meinen 
nicht genau. 

Ea bestehen vielmehr, gemäss Nr. 1 — 10, die kleinen Mi- 
weLchungen oder , .Fehler" : 

I/i = '"i — ^' 
und ao fort bis 
fi^ = U-k. 
Mithin soll die Function 
12) r(i\, r,, f„ n} = (r,-a)' + (r, — r,—by 

+ ('. ~r,—i!y+ln—'.-d}' + (r,-<:)' 

+ <.<;-r,-f)' + (•■,-<■, -g)' + h- hr- 
+ in-r,-ir + (r,-i)' 

zu einem Minimum werden. 

Also müssen die vier partiellen Differentialquotienlen 
dF dF ÖF ÜF 
dr^ ' dr2 ' drg ' dr^ 
gleich Null sein. 

Nr. 12 liefert: 






-h)-2 ir. 



-n 



i 



/ 



17) 
18) 



20) 
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14) -^ = 2(r,-r,-6)-2(r,-r, -c) + 2(r, — e) 
- 2 (r. - r, - g), 

ÖF 
16) -_- = 2(,,-r,-CJ-2(,j-r,-Ä) + 2(r,-r,-fi 

+ 2(>-a-*), 

16) |^ = 2C'-4-'-a-'') + 2(»-»-'-,-9) + 2(>-.-n-0 
'+2(r.-i). 
Eb ergeben sich mithin die gesuchten Richtiingawinliel r,, r^, 
-,, J-j aus den vier Gleichungen: 

r^ — r^ — r^ — r^=^a — 1) — f —^ i, 
r, + 4 rj — rj — r^ = 6 — c + e — ,?, 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach rj, »j, r^ and r^ ist 
selbstverslandlich. Dass die sich ergebenden Werthe einem 
Minimum von F entsprechen , folgt ohne weitere üntpr- 
Buchnngen. (Siehe die Bemerkung aia Fusse der S. 280.) 

Literatur. Weisbach -Herrmann, Lehrbuch der Mechanik, 
Theil I, S. 68 — 70 der 5. Auflage, wo auch (S. 70) ein 
Zahlenbeispiel gegeben ist. (Auf den Seiten (>9 und 70 
Hind, zufolge vorgekommener Verwechselungen, Be ri cht i (jungen 
nötbig.) 
Koppe, Auegleichungsrechming; 1885; g 4 und 8. (Hier ist 
auf die Praxis derartiger Ausgleichungen näher eingegangen ; 
»uch sind Zahlenbeispiole gegeben.) 

§ 71. Berechnung der Lage einer geradlinigen Grenze. 

Für fünf zwischen Hindernissen (Z/, und ff^) liegende Punkte 
(z. B, alte Grenzsteine) P,, Pg, . . . . P^ einer Geraden f/, deren 
Gleichung, bezogen auf das in der Fig. 121, S. 293. angegebene 
Achseniiaar 

1) y^Ax^h 

lauten möge, hat man die rechtwinkligen Coordinaten ^, , a^g, . . . . Xf^ 
und }/i. ;/i, ■ ■ . ■ y^ derartig messen können, dase die hierbei vor- 
gekommenen unvermeidlichen Fehler 



1 



aphr kle 
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l und so fort bis /l,. 



Cm fär jene Gerade g die Ordinaten von Punkten (z. B, ni^a 
zu setzenden Grenzsteinen) die links und rechts von den Hindor- 
nissen {H,, bezüglich ifj) liegen, möglichst genau ableiten z« 
können, will man die Constanten A und b der Gleichung Nr. 1 sc 
bestimmen, dass die Summe der Quadrate der fünf Fehler (/, . 
f^^ /"b) am kleinsten ausfällt. 




Es soll angegeben werden, wie die Werthe von Ä und b nli 
zuleiten sind.*) 

Alldeutungen zur Lösung. Die Function 
3) F[Ä, b) = {j. ~ Ax^ - b)^ + (y, -Ax^~b)^^.... 
-\-{t„-Ax,-br 
ist zu einem Minimum zu machen. 

Mau hat also zunächst die partiellen DifferentiaIquotiei)ft'i 

öä' 

dem dies geschehen ist, folgen die Werthe von A und b aus zwi 
Gleichungen, welche sich darch die Bedingungen 



') Über den besonderen Fall, in welchem die Gerade durch ilon 
Coordinatenanfang geht, sehe mau den § 63. 

Fahrnimn, An»;iiiliiiig«n d. IntinUeslnialrrchnnng. Th. III. SO 
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Nähores: Theil I, § 71, Abschnitt A and H. 
Ein Z a h 1 e n b e i s p i e I (welches die Uestiiiimung viaur 
■u Ulla t ück sgr en z e betrifFt) findet man im § 87 des 
Bandi-s von Vogler 's Lehrbuch der praktischen Geometrie. 
Anmerkung. Auch ohne DifFerestialri.'L'hiiung lassen sich 
Werthe von J. und b, welche alle ausgeführten Messungen gleich- 
massig berücksichtigen, finden, indem man die fünf Gleichungen 

7) if,=Ax^^b, 

8} y^=Ax^-\-b, 

9) Pi = Axi'^b, 

lOj f/i, = Ax^-\-b, 

wpklie bei ganz fehlerfreiem Messen gelten würden, zu je 
zweien benutzt, um A und 6 herzuleiten. Hierbei sind 10 Com- 
binationen möglich; nämlich: Nr. 6 und Nr. 7, Nr. 6 und Nr. 8, 
Nr. fi und Nr. 9, und so fort. 

Die Auflösung dieser 10 Gruppen von ]'e 2 Gleichungen giebt 
iO Werthe von A und b. Von diesen die arithmetischen 
Mittel au nehmen, wird das , praktische Gefühl' verlangen. 

Man untersuche, ob die so gewonnenen Werthe mit denen 
übereinstimmen, welche sich in der auf S. 293 iin gedeuteten 
AVeise {also durch die Methode der kleinsten Qiiadrateäummen) 
ergeben. 

g 72. Günstigste Lage für Fabriken, Bahnhöfe u. 3. w.; Knoten- 

punktsproblem für Verkehrswege ; Vial-Centrnm einer Stadt. 

A. 



gewerbliche Anlage P (z. 
ätigste Standort inB 
Fir. m. seifiger 



für einen Hochofen) 
: auf die ihrer gegeu- 
age nach gegebenen 
drei Orte P,, Pj und P^ be- 
rechnet werden, in deren Ebene 
P liegt. (Siehe die Fig. 123.) 
Es ist Pj der Fundort des 
i^p Rohstoffes (etwa Eisenerz), Pj 
' der Bezugsort des Hülfaatoffea 
(pfwa Sloinkohlen), P, der Verwendungsplatz für das fertige 
Produkt. (Roheisen), etwa die nächste Eisenbahnstation. 
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Zur Erreichung des Mmimums der Beförderungakosten soll 
P derartig gewählt werden, dasa die Stimme S der Wege 

PP.-l-PPa-l-PPg 
am ii I e L n s t e n ausfällt.*) 

An welche Stelle der Ebene des Dreiecks PiPiP^ (in welchem 
keintT der drei Winkel 120^ überschreitet)**) muss der Punkt P 
kommen, nnd wie lässt sich seine Lage durch Construction 
ermitteln ? 

L ö s n n g. Die Aufgabe kommt zurück anf die rein geo- 
metrische: für ein Dreieck PiP^P^ (von der vorgenannten 
Art) denjenigen Punkt P (seiner Ebene) zu ermitteln, für welchen 
die Summe der Abstände von den Ecken am kleinsten ist. 

Wir denken uns das Dreieck gegeben durch seine drei 
Seitenlangen 

PiP,= s„ P,P3=Sa, PaP.^Sj 
und nennen die Winkel bei Pj , Pg und Pj (welche dann auch 
als bekannt anzusehen sind) der Reihe nach w,, Wj, (O3. Wir 
bezeichnen ferner die Abstände PPi, PP3 und PP3 mit Vi, r^, 
»■3, Endlich denken wir uns den Punkt P festgelegt durch die 
Pt.]arcoordinatenP,P=r, and Z.PiPiP=Ö. (Dies ent- 
spricht der Praxis am besten, denn man fragt bezüglich der 
Lage eines Ortes fast stets : nach welcher Richtung hin liegt er 
und wie weit?) 

Es ist dann zunächst die Summe 

1) s = r, + ra + ra 

als Function von n und ö darzustellen ; dann aber ist zu unter- 
suchen, unter welchen Umständen jene Function am kleinsten wird. 
Man hat : 

2) s = ri + /si » + ri * — 2 s, r, cos (w, — ö) 

+ l^ss ^ + r, ^ — 2 ,'-3 r, cos ö. 
Mitliin ergeben sich für die beiden partiellen Differential- 
quotienten die Werthe : 

*| Von den Beförderungskosten ist hier vorausgesetzt, dass sie den 
WegläDgen proportional und fOr die Einheit der Länge auf allen drei 
Wegen gleich sind. Verallgemeinerung bietet das unter B auf S. ;'.0t> 
Folgende. 

**j Siehe die am Fusse der S. 296 stehende Bemerkung. 



2% 

3) 



4) 



ir, ►'«,"-( 
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s, cos {wi — 6) 



1 



■n^ — 2 Si »"i coa (w, — Ö) 

. ri — Sa cos 9 

j/ss * -j- n * — 2 Ss j-i cos Ö 

- Si sin (wi — ö) 



iid 



I.Ksi^'-t-n» 



2 s, r, cos (w, — Ö) 



J.,. 



Da nun bekanntlich jeder dieser Differential quotienten gleich 
Null sein ranss , wenn s am kleinsten sein soll, so bestehen 
(laut Nr. 3 und 4) die Bedingungsgleichungen 
Si cos (fei] — 6) — ri 



5) 



Ksi' + r,^ — 2 s,ri cos (w, — H) 

_l $3 COS 6 — n 



Vh^-^-fi^ — 2s3r,eo8Ö 



Sj sin (w, 



)/«, ■ + r, ■ — 2 s, r, cos {«., ~ 6) 




Sjsi 


lö 


>'«.■ + ••.■- 


- 2 s,»! cos ö 


Diese Gleichungen wird man geom Stria 


ch deute 


Nr. 5 sagt (siehe die Fig. 122): 




f,f,'— f,f . f,f,'— f,f 
FF, ' Ff, 




FF,' , ff,' 
ff, 'ff, 
das istr 




7) cosf,'ff,+ cosf,'pf,= l. 




Die Gleichung Nr. 6 liingegen lehrt, dass 




F,'P, P,'P, 




FF, FF, • 




also 




8) sinP,'ff,= sinf,'ff,. 





Masima und Minima. 297 

Aus Nr. 8 aber folgt, mit Rücksicht darauf, dass beide Winkel 



spitze sein i 

Mithin ist, laut Nr. 7, 

cosP/PPj = cos Ps'PP3= i ; 

10) z:Pi'PPa = zlP,'PPä= 600; 
also 

11) z:PsPPa=120». 

Hätte man sich P bestimmt gedacht durch die Strecke F^F 
und den Winkel P^P^P {statt durch P^F and zlPaPiP), so 
wiire man offenbar, auf demselben Wege, zu der Gleichung 

12) ^P,PPj=120" 
gelangt. 

Es muss also 

13) ^P,Pp3 = ^P,PP3=^PsPPi=120'> 

sein. Mithin liegt der Punkt P so, dass von ihm 
aus gesehen die D r e ieck s s e it en unter gleichen 
Winkeln erscheinen. Die Anschauung bestätigt dieses 
Ergehniss. 

Durch Benutzung derjenigen Beziehungen, welche im Vorher- 
gehenden für die Winkel, bei P gefunden worden sind, kann man 
die Pölarcoordinaten Ti und 6 leicht {auf trigonometrischem Wege) 
durch Si , Sg und w, ausdrücken.*) Das Construiren der 
Lage von P ist aber dem Berechnen vorzuziehen. 

Als nächstliegende Construction ergiebt sich leicht folgende r 
Man zeichnet für jede der drei Dreieckaseiten denjenigen Kreis, 
für welchen sie die zu dem stumpfen Peripher! ewinkel von 120* 
gehörende Sehne ist. Der diesem Peripheriewinkel gegenüber- 
liegende Winkel des zugehörigen Sehnen Vierecks muss bekanntlieh 
60* sein; er ergiebt sich also durch ein gleichseitiges Dreieck. 
Der Schnittpunkt der erhaltenen drei Kreise (7, II und III der 

*) Ebenso lassen sich die für das Smio geltenden Werthe von r, 
und r, berechnen; mit ihnen hat man dann auch, gemäss Gleichung Nr. 1, 
den Betrag des ersteren. 
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Fig. 123) ist daati dii 

darf wegbleiben, wenn i 

Diese Construction 

Man zeiclmet über jedei 
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Stelle F.*) (Der dritte Kreia 
lan auf Bea tätigung verzichten will.) 
führt auf eine zweite und einfachere i 
der drei Dreiecksseiten ein gleichseitiges 
DreiHck (nach ansäen) nnd verbindet die änssere (frei liegende) 
Ecke eines jeden derartigen Dreiecks mit der gegenüberliegenden 
Ecke des ursprünglichen Dreiecks. Der Schnittpunkt dieser drei 



1 




Verbinduiigf^geraden ist der gesuchte Punkt P- (Siehe Fig. 123.) 
Ferner ist dann das 

1 4) .«,„!„ = P, g, = P, Q, ^P^Q.,. 

Der Nachweis für die Richtigkeit beider Construetionen 
und der letztgenannten Beziehung (Nr. 14) liegt auf der Hand; 
man unterlasse ihn nicht. 

Auch behandle man die Construetionen für den in der Fuss- 
Uiite genannten Fall 



*) Über den l'aU, in welchem das Dreieck i'.PjPs einen Winkel 
hat, welcher mehr als 120" beträgt, sehe man die im Nachstehenden 
genannte Literatur. 
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l''ern«r überzeuge man sich durch Nachmessen , class für die 
consti'uiitB Lage von P die Wegesumme s wirklich k 1 e i n e t ist, 
als füi' Ji-ile Nachbarlage des erhaltenen Punktes. 
Inmeikungen iU dem Abaihnitte A. 

1 Im Vorstehenden omd Polarcoordinaten benutzt worden. 
^\le die Berpchnung 8n,h gestaltet wenn rechtwinklige Co- 
orJinaten zur Verwendung kommen, lat leicht zu erkennen. Wird 
angenommen dass die drei Punkte P,, Pj, P, in Bezug auf irgend 
em rechtwinkhges System gegeben sind durch die Coocdinaten 
Ji und y, r, und i/j, Tj und y, und bezeichnet man mit x und y 
die Coordmaten des gesuchten Punktes P, so handelt es sich um 
den Kleinstwerth der Summe 



15) s = V(x — x,r + {y — sO' + l^i': — ^,)' + (y- V,)' 



3 partiellen Differentialquotieuten 



dieser Function von a: andy gestatten geometrische Deutung, 
Sie föhrt schnell zu der verlangten LOaung. (Man sehe das unter 
A Vorausgegangene und das unter C Folgende.) 

U. Es handelte sieh in dem Abschnitte A um die durch die 
Gleichung Nr. 1 genannte Summe. Eine naheliegende Verall- 
gemeinerung der gelösten Aufgabe besteht darin, die Lage 
lies Punktes P (Fig. 122) so zu bestimmen, dass die Summe 

16) s = »-i" -j-J-a-H-ra" 

ihren Kleinstwerth erreicht. 

Man kann dieses allgemeinere Problem ebenso behandeln, wie 
das vorher gestellte specielle. Für den besonderen Fall n = 2 er- 
gieht sich, dass P mit dem Schwerpunkte des Dreiecks P^P^P^ 
zusammenfallen muas. (Siehe § 74, Abschnitt IIT, A, Satz I.) 

in. Zur Ergänzung des Vorstehenden kann folgende I.ite- 
ratar*) dienen; 
Jahrbuch Über die Fortschritte der Mathematik; 1886; 
S. 474—476. (Bericht Über die im .Literaturverzeichniss' 
genannte Programmabbandlung von Üblich,) 
Simon, über den Punkt kleinster Entfemungssumme u, ^. w,; 
Dissertation. Halle, 1887. (Zunächst S. 1—3.) 

*) Man sehe auch den nachstehenden Abschnitt B und die am Ende 
desselben angeführten Arbeiten. 
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Sohncke-Amstein, Aufgaben aus der Differentialrechnung; 

4. Aufl.; S. 127 u. 128 (wo auf eine Arbeit von Bertrand 

verwiesen ist). 
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Jahrgang 

1882; S. 105—116. (Abhandlung von Launhardt über den 

zweckmässigsten Standort einer gewerblichen Anlage.) 

B. 
Eine wichtige Erweiterung des in dem vorstehenden 
Abschnitte A Behandelten hat man in der Aufgabe : den Punkt P 
des Dreiecks P^P^P^ (Fig. 122 und 123) so zu bestimmen, dass 
die Summe 

17) s = /j^r, 4- k^r^ -{- h^r.^, 

in welcher k^ , ^2 und k^ Constanten bedeuten, ihren Kleinst- 
werth annimmt. 

Es heisst diese Aufgabe in der „Tracirungslehre" der 
Bauingenieure das „Knotenpunktsproblem für Ver- 
kehrswege". Die Grössen k^ , k^ und k^ sind hierbei die kilo- 
metrischen Bau- und Betriebskosten. 

Die Lösung der Aufgabe kann im Wesentlichen so erfolgen, 
wie es in dem vorausgegangenen Abschnitte A gezeigt worden ist. 

Es ergiebt sich der Satz: „Die Sinus der Winkel am 
Knotenpunkte P müssen sich wie die kilometrischen Bau- 
und Betriebskosten auf den drei Strahlen verhalten," oder auch: 
„Am Knotenpunkte müssen sich drei Kräfte, deren Grössen im 
Verhält niss der kilometrischen Bau- und Betriebskosten stehen 
und welche in den Richtungen der drei Strahlen wirken, das 
Gleichgewicht halten." 

Dieser Satz kann zur Construction des Knotenpunktes 
benutzt werden. 

Näheres, sowohl im mathematischen, als auch im 
technischen Sinne, lässt sich der nachstehenden Literatur 
entnehmen : 

Launhardt, Theorie des Trassierens ; Heft 1; 2. Auflage. 
(1887); S. 35-44. (§ 8.) — Ferner die am Schlüsse 
des Abschnittes A genannte Launhardt 'sehe Abhandlg- 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik; 
1891; S. 290. 
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itäi:hrift des Östreichischen Architekten- a. 
Ingenieur-Vereins, Jahrg. 1895, S. 34 u. folg. 
(Abhandlung von Forchhejmer. Besprochen im Jahrg. 
1895 der Zeitschrift des Architekten- u. Ingenieur -Vereins 
zu Hannover, auf S. 612 u. 613.) 



Man löse ferner (den Abschnitt A in anderer Weise ver- 
allgemeinernd) die Aufgabe : für » Piuikte 

P., .P„ P3 P„, 

welche durch ihre auf irgend ein ränmlicbes rechtwinkliges 
System bezogenen Coordinaten 

a^i, y,, 2i, Xt, y^, «a, x„, y„, z„ 

gegeben sind, denjenigen Punkt P zu bestimmen, für welchen die 
Summe aller Abstände jener n Punkte, nämlich 

S = PPi + PI't-\-PP.i-\- -i-PP„ 

oder 

18} s = ,-, -f r, + »3 + -f r„ = .5»- 

ihren Kleinslwerth erreicht. 

Andeutungen zur Lösung- Es ist, wenn die Co- 
ordinaten des gesuchten Punktes P mit x, y, S bezeichnet werden, 

vp^ = T,= V{^— x^y + iy- y^y + (.<!- ^^Y 

und so fort. 

Die drei partiellen Differentialquotienten 

is äs bs 

})x' by' dz 
der Summe dieser Wurzelwerthe führen (durch geometrische 
Deutung) *j zu dem Satze : der Punkt P muss so liegen , dass 
gleiche Kräfte, welche an ihm angebracht sind und in den Rich- 
tungen PP,, FPi, PP„ wirken, sich das Gl eichge wicht 

halten. 

Das Ergebniss des vorausgegangenen Abschnittes A (für 
drei Punkte giltig) ist in diesem Satze enthalten. 

*} Man vergleiche den vorstehenden Äbsuhnitt A. 
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Für vier Punkte (P,, P^, P^, PJ, welche in einer 
Ebene liegpn , irgiebt sieh , daas der gi'snclite Punkt P die 
Schnittstelle der Diagonalen P,P^ und PjPj des ViPreclis 
PjPäPjP, ist. Doch nur dann, wenn die Viereck swinkel sämiut- 
iich concftT (kleiner als 180») sind. 

Man gebe die Lilsung vollatändig {be/üglieh des ebenen 
Vierecks sie durch NachraeBaen prüfend) und sehe die im ^Lite- 
rftturverzeicbniBB* genannten Arbeiten von K. Bopp, Scbiiertlin 
und K. Simon. (In der Bopp'achen Diaaertation ist, auf S. 3 
und 4, der Briefwechsel zwischen Gauss nnd Schumacher 
citirt, wo — Band 3, S. 13 und 14 — die vorstehende Aufgabe 
in Beiwg auf vier Punkte und deren Übergang in drei, durch 
ZuEanimentallen von zweien, behandelt wird.) 

Ferner sehe man: Jahrbuch über din Fortschritte dei 
Mathematik; Jahrgang 18!t3/94; S. 471—472. 



I. Naheliegende Erweiterung der in dem Abschnitte C 
behandelten Aufgabe ergiebt aich, wenn die Auffindung desjenigen 
Punktes P verlangt wird, für welchen bezüglich der Paukte P[, 
Pj, Pg, P„ die Summe 

19) s = Äiri+Ä-grj ■i-k^r^-\- ....-\-k..r,. = ^}i:r 

ihren Kleinstwerth hat (wobei die k constante Grossen he- 
<leuten, wie im Vorstehenden unter B). 

Man gebe anth für diese Aufgabe die Lösung. Mindestens 
für den Fall, dass die Punkte P,, Pj, Pj, . . . P„ in einer Ebene 
Hegen. 

II. Ea können die Lösungen der vorstehenden Probleme zur 
Anfsuchnng des sogenannten „V i al -C cn trum 8" einer Stadt 
dienen. Unter demselben versteht man denjenigen Pnnkt , für 
welchen das ,,Vial" zo einem Minimum wird. Daa Vial V 

aber ist die Summe (— ) aller Wegstrecken (r,, r^, r-^, »j, r„), 

die von aämmtlichen Bewohnern der Stadt einzeln zurückzulegen 
sind, um von ihrer Wohnung aus nach demjenigen Punkte P, 
für welchen das Vial ermittelt werden soll, zu gelangen; also 

20) r= ^r. 

Es ist somit das Vial ein M ass für d i e Zu g it ngli ch - 
keit eines Punktes P von allen Th eilen einer Stadt aus, 



} 
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al-Centr 



der 



rrlichste 



Punkt.') 

Für die Praxis genügt eine vereinfachte Form des Vor- 
stehenden. Man führt nämlich für alle Bewohner eines Hauses, 
oder Häuserblocks, oder auch eines ganzen Stadttheiles, eine 
mittlere Entfernung (r) von dem Punkte P ein ; hierdurch geht 
Nr. 30 aber in 

21) V=^Smr, 

Tenn vi die Anzahl der Bewohner des Hanses , bezüglich Blocks 
oder Stadttheiles, bedeutet. 

Näheres sehe man in der durch A. Foeppl veröffentlichten 
Abhandlung „über das Vial", welche im „Lite ratu r verz eich nlss" 
gi-nannt ist. 

§ 73. Yerbindimg von vier Orten nnter Benutzung von zwei 
Knotenpunkten. 



Vier Punkte, P,, Pj, P», Pj, welche in der durch die Fig. 124 
angegebenen Art in einer Ebene liegen, mögen, bezogen auf irgend 
ein rechtwinkliges Ächsensjstem, j.,^ ^^^ 

durch ihre Abscissen a, , Oj , Oj , «^ 
und durch ihre Ordinaten bi, b,, 
h^, h^ gegeben sein. Ea soll be- 
rechnet werden , wo (im Innern 
des einfachen , nicht überschla- 
genen Vierecks P,P^P^P^) die 
zwei , Knotenpunkte" Q, 
und Qs liegen , für welche die 
Strecken- Summe 

am kleinsten wird. 

Lösangs-Andeutung. Bezeichnet man mit x, und X^ die 




*) Manche fassen das Vial-Centrum als den Mittelpunkt der be- 
treffenden Ortschaft auf. Andere verstehen unter dem Mittelpunkte den 
Schwerpunkt (hierbei jeden Einwoliner als BelastungGeinheit ansehend). 
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Abaciasen, mit y, und y^ die Ordinaten der gesuchten Punkte Qi 
und Qf (bezogen auf das nämliche Achsensystem) so ist 

2) s = V(a,—x,y +ib,—y, y+]/i«,—x,y + ii;-'A)' 

+ V' ('e.-».)'+(gi— ?.)' 

+ V{a,-x,)'+{b,-y,)'+Va'i-':,r- + {h-p,y- 
diejenige Function (von Zj, y^, x^ und y^), welche zu einem 
Minimum werden soll. 

Es sind also zunächst die partiellen Differentialquotienten 
hs U ÖS ÖS 
dxi ' ixf ' dy, ' öyi 
zu berechnen. 

Hierauf ist jeder derselben gleich Null zu aetaen ; das giebi 
vier Gleichungen zur Bestimmung der vier Unbekannten a^, , x^, 
y„ y,; u. s. w. 

Goniometrische Deutungen sind auch hier (wie liei früher 
behandelten Aufgaben; siehe § 72; femer Theil I, § 58) an- 
zuwenden. Es wird nämlich nöthig , die Sinus und die Cosinus 
der Winkel, welche die in der Gleichung Nr. 1 rechts stehenden 
Strecken mit der Abscissenachse bilden, zu benutzen, also für die 
Bedingungen 

bXi 
u. s, w. zu verwerthen. 

Man gelangt auf diesem Wege zu der Erkenntnias, dass der 
Kleinstwerth von s vorliegt, wenn die drei Geraden, welche sich 
in Qi und Q^ treffen, Winkel von 120* mit einander bilden*) 
und hierbei Q^Py parallel Q^Pa, mithin auch ^J^Pa gleich- 
gerichtet Qi^i ist. 

Dies führt auf folgende Construction der gesuchten 
Punkte 6i und §, : 

Zunächst zeichnet man, unter Benutzung eines gleichseitifjen 
Dreiecks ?j Pj B, , einen Kreis , welcher die vorgeschriebene 
Strecke FiPj (siehe die Fig. 125 auf S. 305) als Sehne und über ihr, 
nach innen, einen Peripherie Winkel von 120° hat. Dann construirt 
man, mit Verwendung des gleichseitigen Dreiecks Pj PiiJj, einen 

*) Vergl. 8. 297, wo der betreffende Winkel auch ^a ode rl2Ö». 
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7,weiten Kreis, derselben Art, welchem die gegebene Strecke P^P^ 
alw SehLe angehört. Da, wo die Gerade ifji?j die beiden Kreise 
innerhalb des Vierecks P^PjP^Pi achneidet, liegen die gesuchten 
Punkte §1 und Q^ (f^Hs solche „Knotenpunkte" thatsächlich vor- 
handen sind, die Aufgabe also überhaupt lösbar ist). 

Zur Bestätigung untersuche man , oh für die so er- 
haltenen Punkte {Q, und Q,) ^^^ j„ 
wirklieh P,e, II QiP^, auch 
Q,P, llP.ft liegt. 

Ferner führe man die Con- 
struction über den beiden ande- 
ren Vierecksseiten durch , um 
KU erfahren, ob dies dieselbe 
Lage der Punkte Q, nnd Q^ 
liefert. Ea ergeben sich hierbei 
ganz andere Lagen, nämlich 
die Punkte Q^ und Q^ der 
Fig.136 aafS.306. Mithin sind 
zwei solche kürzeste Verbin- 
dungasyatame vorhanden. — 
Man untersuche durch Nach- 
messen, ob die beiden Werthe 
des Smin übereinstimmen. Letz 
teres ist im Allgemeinen nicht 
der Fall. — Das erste Smin hat 
die Länge Üi.Bg, das zweite 
die Lä.ngi: B^Mi, welche Längen 
meist verschieden sind. — 
Handelt ea sich um das absolut 
kleinere der beiden Smin in Betracht. 

Endlich überzeuge man sich durch Nachmessen , dass bei 
jeder anderen Wahl der „Knotenpunkte" ein grösseres S 
entsteht, als das betreffende Smin- 

■ Auch untersuche man {durch Rechnung , oder wenigstens 
durch Nachmessen) ob beide Smin kleiner sind, als die Summe 
der Diagonalen-Längen des Vierecks PjP^PsPi] ob also 
K w e i Knotenpunkte ein kürzeres 5 geben, als einer. (Vergl. 




kommt nur das 
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S. 302.) — Ea ist dies im Allgemeinen der Fall ; iu besonderen 
Fällen werden die beiden Sa,\u der Summe der Diagonalen- 
Längen gleich. 




Näheres über das im Vorstehenden GesHgte und A n - 
edeutete hiet.et die nachstehende Literatur: 
Hoffmann, über das kürzeste Verhindungssystem awischen 
vier Punkten der Ebene . . . ; 1890. (Nimmt Bezug auf 
die hierbei überhaupt möglichen Fälle und erwälint, dass 
schon Gauss sie in Erwägung gezogen habe, nämlich 
betreffend eine E isenbahnverhindung zwischen 



Harb 

sehn 



rg, 1 

ig-*) 



Ha 



B o p p , über das kürzeste Verbindungssjstem zwischen vier 
Funkten, 1871). (Hinweis auf den Gaus s ' sehen Ans- 
sprnch auch hier; nämlich S. 3 und 4. — Behandlung 
sehr yerschieden von der Hoffmann' sehen.) 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik; 
1890; S. 287. 

Zeitschrift für mathematischen und natur- 
wissenschaftlich e n Unterricht. Jahrgangl89ä; 
S. 596. 

B Construction auf 



•) Man fithre, dieae Städte anlangend, die 
r geeigneten Landkarte durch. 



I 
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Man erkennt leicht , dass das in dam vorstehenden Ab- 
schnitte A. benutzte Verfahren auch dann noch angewendet werden 
kann, wenn mehr als vier Polygonpunkte (P,, P^, Pj, . . . .) 
vorgeschrieben sind und zwei oder mehr als zwei Knoten- 
punk t e gesucht werden. 

Diese Bemerkung möge die Anregung zu Verall gemein er- 
nnjti'n des unter A Behandelten sein. 

§ 74. Vermischte Anregnngen and Anmerkongen , die Uaxima 

nnä MlDima der FnictiODeii von mehreren Vei^nderliclieD 

betreffend. 

I, 

Da- fläohengrösste aller nmfangagleiehen Dreiecke. 
Es sei die Form desjenigen ebenen Dreiecks , welches bei 
vorgeschriebener Umfangslänge (die mit 2s bezeichnet werden 
möge) den grössten Flächeninhalt F hat , zu berechnen. Auch 
sei der Werth des Fmtn abzuleiten. 

Andeutungen zur Lösung. Werden die Seitenlängen 
des Dreiecks m, v und w genannt, so ist bekanntlich 

1) F= y^s~-^j{s -p V) {s — tv), 

also 



2) F= ys{s - «) (S - V) (« + V-S). 
Mithin handelt es sich am das Maximum der Function 

3) /■(», «) = (s- «)(s -.)(« + . -s). 

Die betreffenden partiellen Differential quotienten lehren, dass 
dieses für 

i) u^v^w 

eintritt, dass also das gl ei chs ei t ig e Dreieck die in der Auf- 
gabe verlangte Eigenschaft hat. (Siehe § 56, Abschnitt B.) 

II. 
Tciipeztörmiges Canalprofil mit kleinstem Umfange. 
Man drücke den benetzten Umfang 

U=BA-\-AD-\-DC 
des durch die Fig. 105 (auf S, 246) dargestellten Profils aus 



\ 
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dmch den vorgeachri ebenen (constanten) Flächeninhalt q desselben, 
durch die Tiefe h und den Neigungswinkel «, die zwei letzt- 
genannten Grössen hierbei als veränderlich gedadit. Sodann hi'- 
rechne man, mittelst der betrefEendeti partiellen Dift'erential- 
quotienten, welche Werthe k und a haben müssen, damit U am 
kleinsten sei. 



1 



Ändeu 


Ingen 2 


ur Lösung. Es ist 




5) 




n 


-i + - 


-cos«^^ 
smc 




Man 


lial 


dabei; 








6) 




dU 


= -*^ + 


2 — cos a 
sina 




Fern 


er; 










') 






-^.T 


coac 




Die 


Bed. 


ngnngen 








8) 




HU 

»h 


-. S 


= 0, 




geben als 


, gemäss Nr 


6 und 7, 


zur Berechnung 


der 


bekannten k nnd ß die 


Gleichunge 






») 






2 — cos a 


-^ 




sinü; 




nad 

im 






1 — 2 cos a 


= 0. 





sm* a 
Aus der Letztgenannten folgt: 

11) = 60". 
Damit giebt Nr. 9 : 

12) Ä = //^. 

Und so weiter. 

(Man vergleiche § 66, Abschnitt D, Nr. 11— VII.) 



III. 




AQsgleichuiig von » Richtungen oder n Pi 


nkten iiuf einen 


E'unkt. Fehlerfiguren. Minimum 


unkte. 


A. 




Wenn die Lage eines Punktes durch dr 


i Richtungen 


(also durch drei Gerade) g^, g^ und g^ eine 


Ebene {siehe die 



I 
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Fi^'. 127) bestimmt sein soll, diese sich aber nicht genau an 
einer Stelle schneiden , sondern ein sfehlerzeigendes 
Dreieck" (abgekürzt ausgedrückt: ein „Fehler d reie ck") 
-^1 ^4 ^s bilden (was z. B. beim geodätischen Vorwärts- 
abschneiden oft der Fall ist) so kommt es darauf an , jene 
drei Richtungen, oder ihre drei Schnittpunkte üj, B, und JI, 
auf einen Punkt auszugleichen. 




Man kann hierbei festsetzen , dass diese Ausgleichung unter 
Erfüllung der Bedingung 

13) — ^>^ am kleinsten, 

a!so : Snnune der Quadrate der Normal abstände von g^, g^ und g^, 
uämlich 

14) Pi* -\- Pi^ -{- Ih^ ein Hinimam, 
erfolgen soll ; man kann auch Terlangen, dass 

15) — r^ am kleinsten, 
also 

Ifi) »"i* 4"''2'' ~H ''3' ^i" Minimum 

Es kann ferner die Sache auf mehr als drei Richtungen 
oder Punkte ausgedehnt werden. 

A-Uch können verschiedene Gewichte (Genauigkeitsgrade) 
dabei in Betracht kommen ; es können also die p* und die r^ mit 
tonstanten Factoren behaftet sein. 

Das giebt anziehende Minimum-Aufgaben, Ihre Behandlung 
führt zu folgenden Sätzen: 



k 



I Maxiina und Minima. 

I. Für n in einer Ebßne gegebene Punkte, iä, , li. 
Ej, .... B„, ist ihr Schwerpunkt derjenige Punkt Q, 
welcher die EigenHchaft ,— »"* am kleinaten' hat. 
(Man vergleiche § 72, Abschaitt A, Anmerknng 11, auf 
S. 299.) 

U, Sind in einer Ebene n Gerade, ffj, g-i, ffi ff- ^'f""- 

geachrieben , so wird 2jJ^ am kleinsten für den 

Punkt Q , welcher der Schwerpunkt der Fusw- 

punkte (P,, Ps, . , . P„) der von ihm auf die 

Geraden h e rali ge 1 a sseuen Lothe i^t. 

Nach diesen Sätzen kann der betreffende „M i nim u in - 

nkt" der „f ehl er z ci ge n den Figar", oder ^Fehler- 

[ur", aufgefunden werden. 



Näheres über den vorstehonden Abschnitt Ä lehrt folgende 
Literatur. 

B e r t o t , Bolntion geometrique fComptes rendus 

hebdomadaires ; 1876; I; p. 682—685.) 

Helm er t, Studien über rationelle Vermessungen. (Zeitschrift 

für Mathematik und Physik; 1868; § 18 der Abhandlung.) 
H p 1 m e r t , über B e r t o t ' a graphische Bestimmung 

(Zeitschrift für Vermessungsweaen ; J. 1877; S. 53—58.) 
Jahrbuch über d ie For t s ehr it t r d er M ath ein a t i k ; 

1892 ; S- 202 und 203. Desgleiclien : Jahrg. 1885, S. 1140. 

Ferner: Jahrgang 1893/94, S. 344 und 472. (Berichte über 

einige Arbeiten, welche die genannten Aufgaben betreffen.) 
Jordan, Vermessungskunde ; § 87 des II. Bandes der 3. Auflage. 
Vogler, praktische Geometrie; Th. I ; § 164 und 165. 
Zeitschrift für Vermosaun[,'8we3en, J, 1892, S. 618 

und 619. (Bericht, von Hammer, über die Lösung 

von D-Ocagne.) 



Die unter A genannten Auagleichnngsaufgaben sind 
den Standort a-Problemen des § 73 nahe verwandt. Man 
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kiiun sie also in ähnlicher Weise behandeln {wenn nicht eine 
:ii)df:r<! Att der Behandlung als vortheilhafter erkannt wird ; etwa 
Bi'zugaahme auf die Theorie der Trägheitsmomente). 

IT. 

Die Conetanten eines Distanzmessers. 
Über die mittelst der Auagleichangsrechnang (nach 
der Methode der kleinsten Quadrate summen) zu bewirkende Be-. 
Stimmung der Constanten eines R e i ch en bach'e che n 
Faden-Distanzmessers sehe man: 

Banernfeind, Vermessungskunde, 7. Auflage, Band I, 

S. 423 und 438. 
Hartner-Wastler, Handbuch der niederen Geodäsie, Nr. 34i) 

dei 5. und Nr. 312 der 7. Auflage. 
Helmert, Ausgleichungsrechnung ; 1872; S. 67 — 72. 
Jordan, Vermessungskunde, Bd. 2, § 158 der 3- Auflage. 

Es gilt für jenes Instrument bekanntlich die Gleichung 
17) E = c-f-JcL, 

wobei E die Entfernung der Distanzlatte von der Fernrohrmitte 
bedeutet , L denjenigen Lattenabschnitt , welcher zwischen den 
Distanzmesserföden erscheint, C und k aber zwei zu berechnende 
Conatanten sind. Letztere können entweder einzeln, oder 
gemeinschaftlich (gleichzeitig) bestimmt werden, indem 
mitn für hinreichend viele genau gemessene U die zugehörigen L 
beobachtet. (Vergl. § 71.) 



Wassergeschwindigkeitsformeln. 
Über anziehende von Hagen und von G r a a h o f durch- 
geführte Benutzungen der Ausgleichungsrechnung {nach 
dei Methode der kleinsten Quadrate summen) bei der Untersuchung 
von Formeln , welche für die Bewegung des Wassers in 
Canälen und Flüssen aufgestellt worden sind, sehe man 
Grashof, Hydraulik; 1875; S. 733-737. 
Hagen, über die Bewegung des Wassers in Strömen. (Aus 
den Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin; 1868,) 

21* 
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VI. 

taml zweier Geradeh im R 
Tunnel-Achsen. 

igend ein räumliches rechtwin 
ei Gerade STj nnd g^ gegeb 


Gleichungen 

18) 
und 

19) 
bezüglich 

20) 


y = B,x + b, 



1 



und 

21) z = C^x~^c^. 

Ea sollen die Coordinaten a^i, y,, j5, und x^, y^, s^ derjenigen 
l'iijiltte P, und p2 jener beiden Geraden berechnet werden, deren 
Abstand 

ara kleinsten ist. Auch soll man den Werth des «mm her- 
leiten. 

Andeutungen zur Lösung. Für zwei zunächst ganz 
beliebige Punkte P^ und Pj der Geraden t/i und g^ ist der 
Abstand 



2-2) a = )^{x, - x^Y + (i/i —y^y- + {^, - ^^y. 

Er wird aai kleinsten, wenn der R a d i c a n d seinen 
Minimal betrag erreicht; also, gemäss Nr. 18 — 21, wenn die 
Function 

23) F{Xi, 3:'k) = («i— «2)* + (Bi*, + &i —B^Xi — \Y 
+ (Ciic, 4-e, — Cx^ — Cg)ä 
ihren Kl einst werth hat. 

Die aus Nr. 23 leicht ableitbaren Beträge der partiellen 
Diffi-rentialquotienten 

— und -^ 

welche gleich Sali sein müssen, liefern zwei Gleichungen (ersten 
Grades) zur Berachnung der Werthe von a, und x^. 

Dass Letztere dem OnUn entsprechen , folgt schon aus der 
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N n t a r der Anfgabe , ergiebt sich aber auch aus den Beti;i;^t-n 
der partiellen DifFerestialquotienten 

dVF d^ d^F 
da;,*' öx^*' dXjdXj 

(Siehe hierüber die Anmerkung am Fusae der Seite 278.) 

Die berechneten {und geprüften) Werthe von :c, und X^ gehen 
mittelst der Gleichungen Nr. 18 — 21 die gesuchten Beträge von y, , 
Zi, y^ und ifj. 

Aus den erhaltenen Werthen von a:,, x^, y,, y,, «, nml s, 
folgt schliesslich (durch Nr. 22) der Betrag des amin- 

(Näheres : Schlömilch, Conipendium der höheren Analysi;^, 
Bd. I, § 34.) 

Vir. 

AnschluäS zweier Ortachaften an ein Entwickelungsgel.iL't, 
Für die Theorie des Tracirens kommt, neben vielen 
anderen , auch die folgende Aufgabe in Betracht : Es sei EE 
(Fig. 128) die geradlinige Grenze eines „Ent wi c kel un g s - 
gebietes", nämlich eines mit einem Verkehrswege (Strasse, 




Eisenbahn) zu ersteigenden oder zu überschreitenden Gebir^Ms. 
Es seien femer A und B zwei Orte, deren Lage durch 

ÄA = o, B'B = b, A'B'= c 
gegeben ist. Von diesen Orten A und B sollen zwei geiiiil- 
linigo Verkehrswege AC und BC nach einem Punkte C gefuhrt 
werden ; von letzterem ein senkrecht zu EE liegender derartiger 
Weg CC nach der Grenze des Entwiekelungsgebietes. 
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Die kilometrischen Verkehrakosten längs ÄC, BC und CC 
haben beziehungsweise die Werthe j>, q und r. 

Es soll berechnet werden , für welche Lage des Punktes C 
die Verkehr akosten-Summe 

24) s=p.AC+g-SC-^r-ÜC' 

ihren Minimalwerth erreichen würde. 

Löaunga-Andeutung. Denkt man sich C beatimmt durch 
A'C'=x, CC = y, 
so ist 



n 



25) s=pV1^ + {a- yy -\- q^{c~~ xY + ib - yy ^ ,-!, 
die Function, welche den Kleinstwerth annehmen soll. 

Es sind also dann die Werthe der partiellen Differential- 
(|Uotienten 



i>s 



i>s 



zu berechnen und zu untersnchen; wenn nöthig unter Benutzung 
goniometrischer Dentungen- (Man vergleiche die in den §§ 72 
und 73 behandelten Probleme , welche zu der vorliegenden Anf- 
gabe in sehr naher Beziehung stehen.) 

Literatur: Launhardt, kommercielle Tracirung (Hannover, 
1872); S. 20—23 (Nr. 9). 

VIII. 
Kreuzunggproblem lör Verkehrswege bei zwei 
Kreuzungsatellen. 
(Zweiseitige Anschlusskreuzung.) 
Wenn von einem Orte A nach einem Orte S ein Verkehrs- 
weg, z. B. eine Eisenbahn, so gelegt werden soll, wie die Fig. 129 
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g. 159. 
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es andeutet — nämlich unter Benutzung einer Streclte EF eines 
seilen vorliandenen geradlinigen Verkehrsweges CD — so fragt 
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es sich, wo die Anschlussstellen E und i^'am zweckmässigsten 
gewählt werden. 

Es handelt sich also darum, die Strecken 
SE = x, SF=y, 
odpi' auch die Winkel 

AEC = a, BFD = ß 
unter aachgemässea wirth schaftlichen Voraussetzungen zu berechnen. 

Diese Aufgabe ist einigen der im § 63 behandelten Problemen 
nahe verwandt. Man findet eine dieselbe betreffende Untersuchung 
in Laanhardt's Schrift über die kommercielle Tracirung 
(Hannover, 1872) auf S. 23 und 24. 

IX. 
Koäten-Minimiim bei Waaaerleitungen. 
Das genannte Kleinst werth- Problem steht in naher Beziehung 
zu den im § 72 enthaltenen Aufgaben. 

Siehe: Lueger, die Wasserversorgung der Städte; S. 686, 
687, 816—820, wo auch Zah 1 e n b e i s p iele gegeben sind. 

Ferner: Zeitschrift des österreichischen Ingenieur- 
und Architekten-Vereins, Jahrg. 1895, S. 42 und 61. 
(AUiEindlung von P. Kresnik.) 

X. 

(ieringate Kosten beim Bau von Wasserthürmon. 
Mau ^ehe hierüber die im „Literaturverzeichniss" genannte 
(auf die Theorie der Construction derartiger Thürme sich be- 
ziehende) Arbeit von F. Rast; besonders die Seiten Nr. Ö6 — 62 
derselben.*) 

'I ZurErgilnzung und Erweiterung des vorstehenden CapitelaIV 
werden die §§ 54—57, tjO, 66, 70 und 71 des I. Theiles dieses Werkes 
(Beriin, 1888) hiermit empfohlen. 



Capitel V. 

REIHEN. 



§ 75. Einleitende Aufgaben. 

A. 

Bezüglich der (im § 81 zur Anwendung kommenden) unend- 
lichen Reihe 

1) i + 2/?+3/y2 + 4/?»+ , 

in welcher ß positiv ist, soll berechnet werden : 

I. für welche Werthe von /Jsieconvergirt, 
n. wieviel dann die Summe S ihrer unendlich vielen Glieder 
beträgt. 

Lösung. Man erkennt sogleich , dass Convergenz der 
Reihe Nr. 1 nur dann vorliegt, wenn 

2) /?<1 
ist ; sonst stets Divergen z.*) 

Ferner hat man für die Summe Sn der ersten n Glieder 
jener Reihe : 

3) 5«= 1 + 2/?+ 3/?« +4/?^+ ^-nß—\ 

also 

4) ßSn = ß-^2ß^+^ß^ + 4.(n_i)/?«-i + n/?". 

Aus Nr. 3 und 4 aber folgt durch Subtraction : 

5) S„(l-/?) = (l + /? + /?2 + /?» + J^ßn-i)_nß"; 

ir.ithin, nach dem bekannten Satze über die Summe der ersten 
n Glieder der „geometrischen" Reihe : 

6) s„(i_^) = l^_„^«. 



*) In Bezug auf die Sätze, welche unendliche Reihen betreffen 
und in dem vorliegenden Capitel V zur Benutzung kommen, sehe man, 
wenn nöthig: Schlömilch, Compendium der höheren Analysis; Bd. I; 
Capitel VI und VII. 



Daher 

7) 



H-ß)' 



8) M^OD 

wird ß" und anch nß« zn Null. (Siehe § 43, Abschnitt B.) 

Demgemäss giebt Nr. 7 : 

als Summe der Reihe Nr. 1, beim Erfülltsein der Bedingung Nr 



Äaf das vorstehende Ergebniss Nr. 9 mache man nun die 
Probe mittelst des binomischen Satzes. Ferner -wende 
man das unter A Gefundene auf das Zahleubeispiel 

10) ß=TU 

an. 

Lösung. Es ist 

1 

11) 



Der binomische Satz aber lautet bekanntlich : 
, , , m , m(m — 1) . 



und gilt für jedes endliche m, wenn 

13) -l<a;<+l. 

Da ß (siete Nr. 2) diese Bedingung erfüllt, ao hat man: 

n^ ^ i_L-2, ^> , (— 2)(-3) , „., 

1*) ^j^3^=l+^^(-/?)+ ,., (-/^)' 



1-2. 

Hieraus aber etgiebt sich Nr. 1 ; die Probe stimmt also. — 
Für den unter Nr. 10 gegebenen Fall lautet die Reihe Nr. 
15) 1 + 2 (jj.) + 3 (-r W + i (,t,)' + ; 
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die Summe der unendlich vielen Glieder hat (gemäss Nr. 9) den 
Werth 

auf 6 De cimals teilen abgerundet. 

C. 

Man nenne rationale (wurzelfreie) Näherungawerthe 
der Function 

17) y = tl + x 

unter der Voraussetzung , dass x ein positiver echter Bruch ist ; 
auch wende man dieselben an auf das Zahlenbeispiel 

18) X = 0,08- 

Lösung. Der binomische Satz (Gl. 12), dessen Giliigkeits- 
bcdingung (Nr. 13) erfüllt ist, liefert die Näherungswerihe ; 

19) j,,= l + äa;, 

20) j,,= l + Jx— Ji', 

u. s. f. 
Für den besonderen Fall Nr. 18 giebt das, wenn auf 5 Deui- 
malstellen abgerundet wird, 

22) J(,= l,....7, 

23) yji^l,oi5W, 

24) a=l,M>M. 

Anmerkung. Um für alle in Betracht kommenden FftUe die 
Fehler der Näherungsformelii Nr. 19—21 zu veranschaulichen, 
coDBtrQire man (in grossem Maaestahe und bezogen auf ein recht- 
winkliges Coordinatenay stein) die Curveii, welche den Gleichungen 
Nr. 17, 19, 20 und 21 entsprechen. Man berechne also für ge- 
eignete Abscissen, etwa für 

^ = 0, V..T'.r. A A, 

die Werthe von //, ;/„ y^, ij, (nach Nr. 17, 19, 20, 21) und trage 
sie auf. 

D. 
Es soll der Zahlenwerth 

25) w = |/2013 

mittelst des binomischen Satzes, auf 6 Deeimalstellen genau, be- 
rechnet werden. 
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Lösung. Man hat : 

26) |/2Ö13 = »^2048 — 35 ^ (2^ ' — 35)^'^ = 2 (1 — j^Uf'' 
also, nach Nr. 12, 

Das! giebt : 

Anmerkung. Das Verfahren, welches der vorstehenden Rech- 
nung zu Grunde liegt, lässt sich, wie man leicht erkennt, zum 
Ausziehen einer jeden Wurzel henutzen. Es besteht darin, 
I r auf die Form V«" ± !> zu bringen, wobei a diejenige ganze 
Zahl bedeutet, deren v'^ Potenz der Zahl : möglichst nahe liegt. 

E. 
Durch Benutzung unendlicher Reihen berechne man , auf 5 
Deeimal st eilen gen^, 

I. Die Basis e der natürlichen Logarithmen, 
II. den Sinus nnd den Cosinua des Winkels von 8 Grad 

20 Minuten, 
III. denjenigen Kreisbogen u vom Halbmesser 1, dessen gonio- 
metrische Tangente den Werth 68,J6 hat; auch gebe man 
letzteren iuGradmass an (nicht nur in B o g e n m a s s). 

Löaung. 1. Die bekannte, für jedes X geltende Beihe, 

29) .-=1+^ + ^ + -^+ 

giebt , wenn X gleich 1 genommen wird , bei der Benutzung von 
10 Gliedern*) 

30) e= 2,11828. 

Denselben Werth (auf 5 Deciiuals teilen) erhält man bei der 
Verwendung von 11 , 12 u. s. w. Gliedern. Es sind nämlich, 

*) Hierbei, wie in allen ähnlichen Fallen, ist es für das Zahlen- 
rechnen vürtheilhatt, das ii*' Glied immer aue dem vorher ermittelten - 
/( — l'en öliede abzuleiten. 
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1 11'^" an, die Glied er werf he so klein, dasa sie offenbar 
5'^ Deci mal stelle keinen Einflnss ausüben.*} 
n. Bekanntlich gelten für jedes endliche x die Reihen 



31) 



32) 



1 1-2.3 ' 1-2-3-4-5 



1-2 ' 1-2-3-4 
Hierbei ist X in Bogenmass für den Halbmeaaer 1 
gemeint. Soll alao sin 8" 20 mit Nr. 31 berechnet werden, so 
tat man daaelbat 

zu Hetzen. Daa giebt 

34) ain8ö20'^0,um. 
Ebenso liefen Nr. 32 : 

35) cosgoaO'^O.ssim. 
III. Es wird geaucht : 

36) M=^ arc tan 68,tä. 

Für a: ^ 1 gilt aber bekanntlieh die Reihe ; 

ft 1 , 1 1 , 

37) „„l.„« = ---. + -^-^+ 

Man hat alaci : 

38) "et.„68,,. = 5i<'"__i_ + _i__ 

erhält mithin, auf 5 Decimalstellen berechnet, 

*) Streng genommen musa hier (und in aämmtlichen dür- 
artigen Fällen) genau untersucht werden, ob die Summe der 
unendlich vielen noch folgenden Glieder die betreffende Decimal- 
etelle zu beeinflussen vermag. Es kann jene Untersuchung durch 
Benutzung desjenigen „Reatgliedes" erfolgen, welches vorliegt, 
wenn die, ans dem Mac Laurin'schen Satze entnommene, für 
e* geltende Reihe zunächst als endliche genommen wird. Für 
jenes „Bastglied' lassen sich immer zwei Werthe angeben, zwischen 
denen es liegt. (Man sehe hierüber: SohliSniilch, Compendium 
der höheren Analisis, Bd. I, § 46, Abschnitt II.) — Die vorstehende 
Bemerkung ist für das ganze Gapitel V zu beachten. 



} 
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39) w^l,.ss6S5. 

In Gradmass umgewandelt, giebt das: 

40) M = 890 10'. 



§ 76. Nälieraiigsfoniieln für die Längren von LandBtraBgen, 
Böschnngslinien n. s. w. 

A. 
Bekannt sei, aua einem geodätischen Grundrisse entnommen, 
AB' ^= p (siehe die Fig. 130) als Horizontalp r oje ction derStrassen- 
länge AB^=l; ferner, als erstiegene Höhe, B'B = h; wobei 

1) h<Cp 

vorausgesefzt ist. Wnrzelfreie Näherungswerthe von l aeien 




.1 £■' D' C B' F 

Lösung. Zunächst hat man, streng richtig, 



<'i/'-(^r 



Jlithin gelten , nach dem binomischen Satze , dessen Giltig- 
keitshedingung durch Nr. 1 erfüllt wird (siehe § 75, Nr. 12 nnd 
13), für l Au: rationalen Näherungswerthe: 

7 , 1 A^ 1 A* 






8 p' 



a) Man zeige, wie die Glieder der rechten Seiten der Formeln 
Nr. 3 und ■! aua den Strecken Ä und p mittelst eines „üm- 
witndliLng-ini.-"abes'' constrnirt werden können. 
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ß) Ferner stelle nnn in der erlmlteneD Figur das Ergehniss 
der Näherungi forme! Cvr 3 dar und zwar so, dass der Fehler 
dieser Furmel als eine Strecke sichtbar wird. 

y) Endlich wende man die Formeln Nr. 2, 3 und 4 an auf 
das Zahlenbeispiel: 1 Meter Steigung auf 100 Meter 
Horiaontalprojection, also auf 

''■' p 100 ' 

dabei sei l verlaugt als Vielfaches von p, abgerandet auf 5 Deci- 
malatellen. 

Lösung, c) Die Construction der Glieder 

6) — ■ — und -„-■-. 

2 p 8 2' 

der Gleichungen Nr. 3 und 4 kann sehr leicht mittelst eines 

^Umwandlnngsmaass t abea", der das Umsetzungsverhält- 

'( 

Ais eok-Sipr ist das Dreieck ABB' der Fit'. 130 benutzbar. 
Nimmt man AÜ' = h, also gleich B'B, so ist 

p 

mithin ^C'C der Werth des zweiten Gliedes der naher ungs weise 
geltenden Gleichungen Nr. 3 nnd 4. 

Wird ferner AD' ^C'G genommen, so ist 



Nimmt man endlich AE =J)'D, so wird 

p" 
und in t;E'E hat man den Werth des dritten Gliedes der rechten 
Seite der Gleichung Nr. 4. 

ß) Klappt man B von A aus mittelst eines Kreisbogens 
herunter, macht also AF^:^ AB, nimmt ferner B'G^=\C'C, 

AG = l„ 

mithin FG der Fehler des Nähernngswerthes ?j. 



1 
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y) Für den Sonderfall Nr. 5 ist, gemäss Nr. 2, der streng 
richtige Werth : 

7) l=pVl + {j^^ = V\~^xp = \,'^mp, 

auf 5 Decifuiilstellen abgerundet. 

Diesen Werth geben aber aach die Näherungsformeln 
Nr. 3 und 4 ; sie liefern nämlich : 






16 p. 



Anmerkung. Eine für alle Werthe des SteigungsverhältniEseB 
(h:p) geltende zeichnerische Darstellung der Fehler der 
Näherungaformeln Nr. 3 und 4 kann gegeben werden, indem man 
die drei Curven constniirt, welche den Gleichungen Nr. 2, 3 
und 4 entsprechen, falls man die Grössen l, l,, /^ als die Ordi- 
naten nuffasst, das Verhaltnias li-.p als Abscisse, p als Con- 
stante. (Vergleiche die auf S. 318 stehende „Anmerkung'.) 



^ 77. Nähemngswerthe für die Ordinaten- and Bogenlängen 
der Eettenlinie. 



Wenn die gemeine Kettenlinie (Seilcnrve) A CB sich gegen 
rechtwinklige Co ordinaten System in der durch die Fig. 131 




angegebenen Lage befindet, so lautet ihre Gleichung bekanntlich : 
1) !' = |(''*+»'^)- 
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Dabei ist OF=X, PT^y, OC^k. {Über dio Ableitung 
Ton Nr. 1 und Über den Parameter k sehe man Theil 11, § 49, 
Abschnitt A— C.) 

Ea soll die tranacendente Function Nr. 1 darch eine ratio- 
nale algebraiscbe ersetzt werden i auch soll maiiNähernngfl- 
werthe (y,, j/s, ■ ■ ■ .) der Ordinate nlänge 1/ nennen, dieselben 
geometrisch deuten und angeben , wie sie sich (aus x 
und k) conatruiren laasen. 

Lösung. Die für die natürliclie Exponent! algiösse be- 
stehende Reihe (§ 75, Gl. 29) liefert: 



n 



2, .=i+_+--^(_)+__y. 



+■ 



und 

gütig für jedes endliche -r- ■ 

Das giebt, statt Nr. 1, die warzolfreie algebraische Function 

Man hat also die Näherungswert he 



echter Bruch ist. 

Nr. 5 bedeutet eine gemeine Parabel, deren Halb- 
X^arameter die Länge k hat, deren Scheitel mit dem Kettenliaien- 
scheitel und deren Achse mit der Kettenlinienachse, zusammen- 
fällt. Durch diese Parabel daif also die Kcttcnlinie näherungs- 
weise ersetzt werden. 

Nr. 6 wird durch eine Tara bei vierter Ordnung 
geometrisch dargestellt. Sie vertritt die Kettenlinie weit ge- 
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Die in Nr. 5 und 6 vorkommenden Werthe 

" ^'■"^' 

kann man sehr leicht- mittelst eines Umwandlungemassstabes cod- 

struiren. (Siehe § 76, Abschnitt B.) 

Anmerkung. Zur VerftnBchaulichung der Fehler der 
erhaltenen Näherungsformehl (5 und S) sei das Zeichnen der drei 
durch Nr. 1, 5 und 6 dargeatellten Curven empfohlen. 



Für die Bogenlän ge s = CP der Kettenlinie ^CB 
(Fig. 131) gilt bekanntlich (siehe Theil H, Seite 46, Nr. 2) die 
Gleichung 

8) ,=!(,•_,-')■ 

Man gebe auch hierfür (wie für Nr. 1) einen rationalen, 
algebraischen Äoadruck, nenne N&herungswerthe und 
zeige, wie sie conatruirt werden können. 

Lösung. Es ist, gemäss Nr. 2 und 3, 

»> » = *{f + iT|T3(l)+rTiTb75(|-)+ }• 

Mithin gelten die Nähe rungs werthe 

10) ».=* + Ä- , 

und so weiter. 
Für Letztere gilt im Wesentlichen Das, was für die Werthe 
Nr. 5 und 6 im Vorstehenden gesagt wurde. 

Anmerkung. Die Gleichungen Nr. 10 und II geben (näherungs- 
weise) die Bogenlänge s als Function von x und *. Will man 8 
durch y und k au^edrückt haben, so braucht man nur Nr. 1 und 
Nr, 8 zu quadriren und zu subtrahiren. Es giebt dies den sehr 
einfachen (streng richtigen und leicht coustruirbaren) Werth 

12) s = Vy^'^k'. 

Er wild im Nachfolgenden Benutzung finden. 



1 



^ 7S. lÄngenmessnngsfehler, TeroTsaobt dnrcti seitliche 
Abwelohnngeii. 

A. 

Hat die atraS gespannte Kette (das M e 8 s ba n d oder der 
Measstab) die Länge ÄB^^C, und gegen die Richtung 3/ A, 
in welcher gemessen werden soll, die durch die Fig. 133 au- 
gedeutete Lage , steht die Kette also um die kleinen Strecken 
A'Ä^^a^ und B'JB = «j mit ihren Endpunkten nach entgegen- 
gesetzten Seiten von jener Richtungslinie M'^ ab , su wird der 
Abstand ÄS=b um 

f=ÄB — ÄE=C — h 
zu gross erbalten, wenn man ihn gleich C nimmt. 




Dieser Messungaf ehler hat, ausgedrückt durch c, 
und a,, den streng richtigen Betrag: 
1) f=c- K'c=-{a,i="<)\ 

Nach dem binomischen Satze (siehe '§ 7ö , Nr. 
and 13) giebt das den (vollständig genügenden) Näherung 
w e r t h : 



^.=«-{'-iC-±^)> 



Ist zum Beispiel die Kettenlänge 20 Meter und , « 
Kettenmesaen oft vorkommt , a, = ff, = 2 Centimeter , 
man, gemäss Nr. 2, 



mitUii 




^'=y2ooö^^''*''"^*" 


3) 




/, = 0,04 Millimeter, 


also einer 


sehr 


geringen Fehlerbetrf^. 



Es möge angenommen werden , dasa » KettenliLngen , jeile 
gleich C, bei der Messung von M nach N (Fig. 133, Seite 327) 



J 
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nöthig gewesen seien und dass die Kette hierbei (zufolge eines 
mangelhaften Einwinkens der Kettenatäbe) die durch die Figar 
angedeutete Zickzack • Lage gehabt habe. Dabei soll ferner an- 
genommen weiden , dass die Kettenenden überall , ausser in M 
und N, um gleichviel, nämlich um O von MN abgestanden 
haben und zwar in atets wechselndem Sinne, wie die Fig. 133 
es zeigt. 



Wird dann 

MN=nc 

gesetzt (statt gleich der auf die Richtung MN genommenen 
Projektion der Zickzack-Linie), so begeht man einen 
Längenmesaf ehler, der wieder /", bezüglich /",, heissen möge. 
Er soll , anagedruckt durch a, C und n , berechnet werden und 
zwar sowohl streng, als auch mit Benutzung der (für jede der 
n Kettenlagen anwendbaren) Näherungsformel Nr. 2. 
Letzteres unter Anfügung des Beispieles: »=Ö; wobeie^ 20 Meter; 
a^=2 Centimeter sein möge, 

Lösung. Der a t r e n g richtige Werth des Fehlers iat 
4) f= MC — 2 yc^~^^a* — (» — 2) Kc* — ia* ; 

der aus Nr. 2 folgende Näherungswerth hingegen: 

,=..l.^ + („-.,.i.<if', 



5) /■, = (2»-3)^. 

Füi das in der Aufgabe genannte Beispiel giebt dies : 
H) fi=^0,u Millimeter, 

also sehr wenig, obgleich die Voraussetzungen ungünstige 

Anmerkung. Gemäss Nr. 5 wächst der Fehler fi mit dem 
Quadrate der Abweichung a. Dieses Ergebniss hat aber für 
die Geodäsie als Satz nur geringen Werth, weil die bei der Ab- 
leitung gemachten Voraussetzungen ffir die Praxis der Längeu- 
inessungenim Allgemeinen unzutreffend sind. (Näheres hierQber: 
Z eitschritt für Vermessungswesen, Jahrgang 1892, Seite 60.) 



Wohl aber sieht man aus dem Voratehesden, daae die Meesuugs- 
fehler, welche durch die gewöhnlich vorkommenden aeitUclien Ab- 
weichungen verursacht werden, für die meisten Länge not eseung-en 
ao klein aind, dass sie gar nicht berücksichtigt zu werden 
brauchen. 



§ 79. Der Emeeiikimgafehler bei Eettenmessniigeii. 

A. 
Wenn man von einem Punkte A (Fig. 134) nacli iiinem in 
Höhe liegenden Punkte B eine Meeakette spannt 
und dabei die Eogenlän^e 
^CB=2sstattderSelmen- 
länge ADB = 2 « als E n t - 



1 



F^. 134. 

M 

A 



fernung der beiden Punkte 
gelten lägst, ao entsteht der 
Längenmeasungs-Fehler 

1) f=2{s~a). 
Er h&ngt ab von der Kctten- 
l&nge ÄCB und von der 
Einsenkungstiefe DC^p. 

Es soll jener Fehler /', 
ausgedrückt durch s und /i, 
näherungaweise berech- 
net werden unter der Voraus- 
setzung, dass p und f wehr 
kleineBruchtheiie von s 
sind, dass für s der im § 77 unter Nr. 10 gefundene Werth 
genommen weiden darf und die Beziehung Nr. 12 jenes § 77 
bekannt ist. 

Lösung. Zunächst hat man , gemäss Nr. 1 und mit Be- 
nutzung der Gleichung Nr. 10 des § 77, 

2) /■=- — 

wobei k den Parameter der als gemeine Kettenlinie 
gedachten Curve ÄCB bezeichnet. 

Diese Gleichung Nr. 2 giebt f ausgedruckt durcli a und k. 
Es soll aber f durch S und p ausgedrückt werden. Also sind u 
nnd k durch s und p zu ersetzen. 




J 
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Man hat in diesem Sinne, gemäss Nf. 1 : 
3) a = s-'lf. 

Ferner, laut Gleichung 12 des § 77, 



also 

4) 



A« = (i-f-p) 



k = 



P 



2p 



Wegen Nr. 3 und 4 geht Nr. 2 über in: 

giebt mithin : 

5) 3 («2 _ pyf= 4i>« (5 — i f)\ 

Diese zwischen f, p und s bestehende Gleichung Nr. 5 ist be- 
züglich des / vom 3*®" Grade. Sie könnte als solche aufgelöst 
werden. 

Da aber p und /*, der Voraussetzung nach, sehr kleine Bruch- 
theile von s sind , und nur ein N ä herungswerth von f ge- 
sucht ist, so wird man in Nr. 5 alle die Glieder vernachlässigen, 
in welchen die Grössen f oder p hinreichend oft (einzeln oder 
zusammen mindestens viermal) als Factor auftreten. Dadurch 
geht die genannte Gleichung über in 

6) 3s^f=4:p^s^, 
giebt also 



7) 



f-s 



p 



Dies lehrt , dass (mindestens näherungsweise) der Fehler/* 
proportional ist dem Quadrate der Einsenkungs- 
tiefejp und umgekehrt proportional der Ketten- 
länge 2 s, 

Ist p als Bruchtheil der Kettenlänge 2 8 ge- 



Anmerkung, 
geben, etwa 

8) 

zum Beispiel 

9) 
SO liefert Nr. 7 : 

10) 



p = — 2 s, 
n 



P = tU^ s. 



f= 



16 



3w2 

daher in dem Sonderfalle Nr. 9: 



S, 



Hat a.Uo die Kette die übliche Länge i 
8 = 10Met«r-=100(H) Millimeter, mithin 



der Länge 



f^ 5,3 Millimeter 

nmessfehler bei I "/, Ein 
icht nOthig hat, die Kette i 



1 



lenkung. Hieraus folg-t, 
ehr atftrk anzuspannen. 



B. 
Es Noll ferner der durch die Gleithuiig Nr. 1 definirte 
Fehler f berechnet werden unter der Annahme, dasa die Curve A C B 
der Fig. 134 Mr einen Kreisbogen gelten dürfe. Dabei aollen, 
wegen der Kleinheit von 2>< io den für den Sinus und für den 
Cosinus den Centriwinkels .4ilfC=^ y geltenden Reihen nur 



keiner höher 



diejenigen Glieder benutzt werden , welche y 
Potenz enthalten, als in der dritten. 

Lösung. Das a der Gleichung Nr. 1 ist auszudrücken 
dnrch s und j). Dies kann geschehen mittelst der aus der Fig- 134 
folgenden Gleichungen 

13) a = rainy, 

14) s ^= ry, 

15) j> = r(l-cos;'), 

in denen r die Länge des Halbmessers MÄ bezeichnet und y in 
Bogenmass für den Radius 1 gemeint ist (mithin als unbenannte 
Zahl). Diese Gleichungen enthalten die drei Unbekannten a, 
r und y. 

Benutzt man die Reihen Nr. 31 and 32 des § 75 in der 
oben fienannten Abkürzung, nimmt also die Näh erung swerth o 

16) ^\ny = y^^,y' 
und 

17) cos^=l-iy=, 

so gehen die Gleichungen Nr. 13 und 15 über in 

18) a = r{y — ly^) 
und 

19) /' = .■-?• 



A 



Au« Nr. 14 und Nr. 19 folgt nun: 



20) 
21) 



Die GlBichangen Nr. 18, 20 nnd 21 geben jetzt : 



22) 



3s 

Nun hat man für den zu berechnenden Fehler f, gemäss 
and Nr. 22 : 



M^{s 



wie Nr. 7. 



4 p^ 



Aniaerkiing. Die Oleiohung Nr. 22 giebt, auf s reducirt, 
«ine Näherungsforrael, welche die Ereisbog.enlänge durch 
die Sehnenlänge und die PfeÜhOhe ausdrückt, wenn der 
Bc^en sehr flach ist. Diese Formel lantet: 



^ViTr+h'- 



Kns Nr. 2!t folgt, mittelst des binomischen Satzes, näh enings weise: 

was oft gebraucht wird und leicht conslruirt werden kann, 
(Siehe Theil II, Seite 47, Gleichung 9; überhaupt den § 18 jenes 
[I. Theiles.) 

§ 80. Das Abateoken tod KreisItSgen. 

Eine bis (Flg. 136, S. 332) geradlinige Achse jf 
(zum Beispiel die einer Strasse oder Eisenbahn) soll von 
aus in einem Kreisbogen k weitergeführt werden , welcher 
daseibat die Richtung g berOhrt und die vorgeschriebene Halb- 
messeilänge r hat. 

Da man die zu den Abacissenlängen 

OP\ = x^, 0P\=2x^, 0F^=3x^, 
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gehörigen Bogenpunkte Pj, Pj, P^, . . . . abstecken will, so braucht 
man, zur Berechnung der Ordinatenlängen 

eine Formel, welche J*'P=y als Function von OP=x angiebt. 



Fig. 135. 




Man nenne diese Formel 

I. für den Fall, dass die Werthe der Ordinaten y streng 
richtig sein sollen ; 

II. für den , dass Näherungswerthe von y genügen, 
weil für die betreffenden Absteckungen nur Bogenpunkte 
in Betracht kommen, bei welchen x weit kleiner ist als r. 

Endlich wende man 

in. beide Formeln zur Berechnung von y^, y,, und y^ an 
für die Sonderfälle 



und 



r = 45 Meter, x^=2 Meter, 
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, Xy = lU „ 

Auch prüfe man für diese Sonderfälle die Ergebnisse durch 
Aufzeichnen (mittelst eines Transversalmassstabes). 

Lösungs-Andeutung. Streng genommen ist 
1) y = r — rr^ — x^^=r — V(x-V^)ix — ^)- 



Wird der binomische Satz auf )/r^ — x^ angewendet, so 
giebt das 



a?* . ic* . x^ 



^^ y o« I o «,2 ~r iß>^5 "1 



2r ' 8r= 



16 r' 



wobei die Giltigkeitsbedingung des genannten Satzes er- 
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füllt ist, weil — (entsprechend dem , was unter 11 vorausgesetzt 
warde) kleiner als 1 aein muss. 

Laut Nr. 2 hat man füi y die (bei kleinen Beträgen 
von — hinreichend genauen) Näherungswerthe 

AS *^ I ** 

und Bo fort. 

Statt Nr. 4 kann man auch die Gleichnng 

benutzen, welche den zweiten Näherungswerth auf den ersten 
zurückführt. (Vergleiche die am Fusse der Seite 319 stehende 
Beiiierkujig,) 

Dass dii) Gleichungen Nr. 3 und 4 Pa r a b e ) n darstellen, 
ist zD beachten. 

Wie man die Glieder der rechten Seiten jener Gleichui^en 
aus den Strecken X und r zu conatruiren vermag , darüber 
giebt der Abachnitt B des § 76 Auskunft. 

Die Berechnung der unter 111 verlangten Zahlenwerthe 
und deren Prüfung durch Aufzeichnen iat wohl selbst- 
verständlich. 

NiLherca (insbesondere bezHglicli der Praxis der Bogenabsteckungen) 
entMlt die nachstehende Literatur: 
ßauernfeind, Vermessungskunde, Band II, § 28 der 7. Auflage. 
GHcing, Eisenbahnbau, Seite 22—23 der 4. Auflage. 
Handbuch der lugenieurwisseuschaften, Band I, Ah- 

theilung I, Seite 177—180 der 2. Auflage. 
Jordan, Vermessungskunde, Bd. II, § 181 der 8. Aufl. 
Mohr, Tracirung und Erdbau; 1871; Seite 19-20. 

§ 81. Kosten der ünterhaltimg und des Betriebes von Bananlagen. 
Werden A Mark n Jahre lang ku q Procent derartig ver- 
zinst, dass man am Ende eines jeden vollen Jahres dem Kapital 
die Zinsen nnfügt , so sind jene A Mark, wie die ,Zinses- 
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zinsenrechnung" lehrt, am Schlüsse des n*" Jahres mit 

den Zinsen und Zinseszinsen zu A ( 1 -j — tkft) Mark ange- 
wachsen. 

Wird also das durch derartige Verzinsung sich bildende End- 
kapital mit Kn bezeichnet, so besteht die Beziehung 



1) 

oder,, wenn 

2) 

gesetzt wird, 

3) 

Mithin ist 

4) 



k„^a{i-\- 



3_V- 



100/ ' 



p 



100 

Kn = A{l+p)\ 

A = 



(1 + py 

dasjenige Kapitalj welches am Anfange des 1*^^ Jahres zinstragend 
angelegt werden muss , wenn man am Schlüsse des n^®" Jahres 
Kn Mark zur Verfügung haben wil]. 

Sollen also zur Bezahlung der sämmtlichen Jahresrechnungen, 
welche aus der Unterhaltung und dem Betriebe irgend einer An- 
lage (z. B. einer Eisenbahn oder eines Kanals) hervor* 
gegangen sind, am Ende des 1*®" Jahres S^ Mark verfügbar sein, 
so muss man (laut Nr. 4) am Anfange dieses Jahres das Kapital 



5) 



^^i 



l+i> 



zinstragend anlegen. 

Sollen ferner , zu dem genannten Zwecke , am Schlüsse des 
2*®° Betriebsjahres B^ Mark vorhanden sein, so muss hierzu am 
Beginne des 1*®° Jahres das Kapital 



6) 



^»-"(1 + p)' 



angelegt werden ; und so weiter, gemäss Nr. 4. 

Das Kapital, welches durch seine Verzinsung die ünterhaltungs- 
und Betriebskosten der Bauanlage für alle Zeiten deckt, hat 
mithin den Werth 



7) S = 



^. 



+ 



B, 



i+p ' (i+pr ' (i + p) 



-.+ 



Ä 



+ 
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Man soll dieses Kapital S berechnen 

I. unter der Voraussetzung , dass die ünterhaltunga- und 

Betriebskosten constant sind, nämlich in jedem Jahre 

gleich Si ; 

11. unter der, dass jene Kosten in jedem Jahre — , z. B. — — , 

m e li r betreten , als im vorhergehenden; endlich 

III. für den Fall, daas sie alljährlich um einen constanten 

Betrag, welcher B heissen möge, wachsen.*) 
Die allgemeinen Ergebnisse sollen auf Zahlenbeiapiele 
angewendet werden. 

Losung. Das zu berechnende Kapital S möge für die drei 
zu behandelnden Fälle beziehungsweise 5,, S^ and iSj heissen. 
Man hat dann Folgendes ; 

I. Fall: Oonstante Unterhai tu ngs- und Betriebs- 
kosten im Betrage B,, Laut Nr. 7 ist in diesem Falle 

«) «. = «.(-r+T,+(i^^r+öT5'+ )■■ 

oder, wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird, 

10) S, = B,(f + ß' + ß'+ ) 

= S,f(l+ß + ß' + ß' + ). 

Bekanntlich aber gilt der Satz: 

11) i + ß + ß- + ii' + = i47' 

falls 

12) _i<^<+l. 

Da nun , gemäss Nr. 9, das ß der Gleichung 10 der Be- 
dingung Nr. 12 gesägt, ao geht Nr. 10 über in 

13) S. = ».I^i 

das ist, wegen Nr. 9, 

14) S.= ^. 

__!„_ p 

•) Launhardt, Theorie des Trasslrens; HeftI; §12 der 9. Auflage 
(t. J. 1887). 
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Es beträgt also in diesem ersten Falle das Kapital, welches 
am Anfange des ersten Jahres zinstragend angelegt werden mass, 

um für alle Zeiten sämmtliche Kosten zu decken, das — fache der 

P 

alljährlichen ünterhaltungs- und Betriebsausgaben B^. 

Zahlenbeispiel: Wenn 5i = 9000 M ist und die Verzinsung 
dreiprocentig, so hat man zinstragend anzulegen das Kapital 

15) aSi = ?^ = 300000 M. 

^ 0,08 

IL Fall: Die Kosten jährlich um — wachsend. 

m 

Hier ist 

16) B^=B,-\-—B, = U+^B,, 
oder, wenn 

17) — = fi 

m 

gesetzt wird, 

18) B^ = {\ + (i)B^. 
Ferner 

19) B^ = B,-\-^B, = {lJrt^)B^ = {\+(i)*B,; 

fit 

•20) B, = B,-^^B, = {l+(iYB,; 
und so fort. Mithin, gemäss Nr. 7, 



also 



, (1 + /t)'-gi I 

■^ {i-\-pY -^ 



+Vi+^)+ r 

Dies hat die Form 
wenn man, zur Abkürzung, 
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setzt. 

Da nun y kleiner, gleich oder grösser als 1 sein kann, so 
müssen zwei (wesentlich verschiedene) Unterfälle behandelt 
werden. 

Der erste derselben liegt für 

1 ö' 

25) i" <CP) mithin — <- 



m ^ 100 
vor. £s ist dann 

26) y < 1 ; 

daher, gemäss Nr. 11, 12 und 23: 

27) s; = ^J_._J_. 



l-\-p l-y' 

also, wegen Nr. 24, 

28) S^ = -i 

das zinstragend anzulegende Kapital. (Man vergleiche Nr. 14.) 

Zahlenbeispiel. Es sei wieder (wie auf Seite 336) die Ver- 
zinsung dreiprocentig und Bi = 9000 M. Ferner mögen die Kosten 
(der Unterhaltung und des Betriebes) jedes Jahr um ^ grösser 
sein, als im Vorjahr. Dann ist, laut Nr. 28, das Kapital 

29) 5a = ^ = 900000M 

^ 0,01 

anzulegen. 

Den zweiten der Unterfälle hat man für 

30) fc ^p, 
daher für 

31) y^l. 

Er giebt, gemäss Nr. 23, 

32) /Sj = oD. 

Es ist also dann unmöglich, die Kosten durch Verzinsung eines 
(endlichen) Kapitals für alle Zeiten zu decken. 

Zahlenbeispiel. Bei dreiprocentiger Verzinsung tritt dies 
ein, wenn 

33) 1>^ 



w — 100 
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III. Fall. Die Kosten alljährlich um den con- 
stanten Betrag B wachsend. 

Dann hat man, nach Nr. 7 : 

I B,4-dB 

+ (1 4-i»)* "^ 

Mit Benutzung von Nr. 9 giebt das: 

Sa = ^i (/? + /?* + /?'+• •.•)+-B(/?*+2/y» 4- 3/»*+ ). 

35) 5, = 5,/J(l + /? + /?«+ ) 

+ Bß^ (1 + 2 /? + 3 /S' + 4 /?» 4- ). 

Gemäss Nr. 11 und 12, sowie nnter Verwerthung von Nr. 9 
des § 75, wird hieraas : 

Daher ergiebt sich, wegen Nr. 9, 

p p^ 



36) S^ = -> -I- . 



Zahlenbeispiel: Es sei, wie vorher, Bi=«9000 M und die 
Verzinsung dreiprocentig; femer mögen die Kosten alljährlich um 
450 M wachsen. — Dann muss das Kapital 

37) 53 = 800000 M 

zinstragend angelegt werden, wenn für aUe Zeiten die Kosten ge- 
deckt sein sollen. 



§ 82. VermisclLte Anregungen nnd AnmerknngeD, betreffend die 

Benutzung unendlicher Reihen. 

I. 

Anwendung von Reihen bei der Ableitung von Gesetzen. 

Durch Beobachtungen und Messungen (vergl. Theil I, 
§21) möge gefunden worden sein, dass zwischen zwei veränder- 
lichen Grössen x und y die Beziehung 

1) y = X 0,16667 X^ -j- 0,00883 X^ 0,00030 x'^ 

stattfindet. 
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Ks soll untersucht weiden , durch welche einfache 
goniotnctrische Function die in Nr. 1 rechts stehende 
mtionale algebraische Function genau oder näheruags weise 
ersetzt werilen kann. 

Andeutungen zur Lösung. Da in Nr. 1 nur un- 
gerade Potenzen von X auftreten und die Vorzeichen wechseln, 
so deutet dies (gemäss § 75, Nr. 31) hin auf 

2) y ^ sin X. 
Über das Nähere sehe man den § 76 des I. Theiles des 

vorliegenden Werkes. 

ir, 

ErraitteluDK dea Wetthes eines vieldeutigen Ausdrucks. 
Der Betrag des Produktes 

3) P=nß", 
in welchem ß einen positiven echten Bruch bedeutet, soll für 

mittelst des binomischen Satzes gefunden werden. 

Lösungs- Andeutung. Für m ^ oo hat Jf die Form a>-0, 
ist also zunächst unbestimmt. Da aber ß ein positiver echter 
Brach ist, so darf man setzen 

wenn untere eine positive Zahl verstanden wird. Damit geht 
Nr. 3 über in : 

5, J»=— 5 

' (l+p)- 

Mit Benutzung des binomischen Satzes giebt das: 
6) i*„ = «=0. 

(Vergleiche § 43, Abschnitt B , wo Nr. 6 in anderer Weise 
abgeleitet worden ist.) 

111. 
Ablösung von Bauverpfiichtungen. 
Über die Anwendung der geometrischen Reihe bei 
der Berechnung der Ablösung Ton Bau- und Unter- 



haltaugH-Varpflichtungen sehe man : Uandhuch der 
Bankunde, Abtheilang I, Band 1 (vom Jahre 1885), Seite 76 
bis 78. 

tv. 

SchluBsbemerkung zu Cap. V. 
Zur Eigänzong Desjenigen, was im Torliegend<;n Capital be- 
züglich der Anwendung anendlicher Reihen durchgeführt oder 
wenigstens angedeutet worden ist, werden die §§ 74 und 76 des 
ersten Theiles dieses Werkes hiermit empfohlen. 



Alphabetisches Sachenverzeichniss. 

Die Zahlen bedeuten die Pursf rapken 
(nicht die Seiten). 

c. 



A. 

AbläBungen: 82, ui. 

Abmessungen für Gebäude: 48; 49. 

Abstandaormittelungen , indirecte : 

8; 10; 12; 13, VI, 
Abeteckan von Geraden und Bögen: 

13, IV, vm; 63; 80. 
Achsenabstand, kürseater: 74, vi. 
Anachlugsprobleme : 53, f; 74, vii 

und vm. 
Arbeit er Wohnhäuser: 48; 49. 
Arbeitsleistungen: 32, c. 
Ab jmptotsn fläche, cubische: 38. 
AiiagleichnugBrechnungen : 63; 65, 

xui; 67—71; 74, m—v. 

B. 

Bahnhöfe i 72. 

Biihnwärterhäuser: 48, *, b. 
B!ilkenqu«rechnitte : 58. 
Baustein Inhalte : 42, i. 
Bela^tungelinien: 19, a. 
Beleuehtung: 62. 
Bergformen: 42, iv, 
Betriebskosten: 64, a, b; 81. 
Bicgungslinien; 29, a. 
Biegungstaomentslinien : 29, c. 
Bogenabsteckung: 13, viii; 80. 
Bogenachnitt: 13, v. 
Bnichquerschnitte: 61. 
Brückenbau: 23; 65, v, vi. 



Canalbau: 53; 56; 72; 74, ii. 
Constanten-Berechnungen : 63; 71; 

74, IV. 
Convergenz: 75, a. 
Coordinaten ■ Berechnungen : 9 ; 

13, V. 
GoBinusreihe: 75, e. 
Curven, ebene: 20—32. 
Curven, r&omliche: 33—37. 
Curvenabsteckung: 1^, vm. 

D. 

Dächer: 22; 42, ui; 47, a; 50. 

Daratellung, geom etri sehe , von Diffe - 
rentiaUormeln:2~7;vonMeBBuiigB- 
ergebniuien: 20, a; 39. 

Darstellung von Functionen und Ge- 
setzen: 42, X, A. 

Differentiale und Differenzen, Diffe- 
rentiation: 1-19. 

Differentiation, graphische: 32, e. 

Dimensionen für Gebäude; 48; 49. 

Distanzmesser: 12; 74, iv. 

Dreiecksberechnungen ; 3— 6;74, i; 
55, B. 

Dreiecksnetze, geodätische: 13, vn. 

Dnicklinien: 19, a. 

Durchbiegung: 58, B. 

Durchdringungdinien : 34; 36. 
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Alpha betiBchea Sachenverzeichniee. 



1 



Eckhäuser: 48, f. 
Eiaenbahnbau: 15; S4; 32,b; 42,1X-, 
53; 64, a; 72; 80; 81. 

Entfern ungsmesBungen, mittelbare: 

8; 10; 12; 13, VI. 
Erddruck; 30; 47, b; 60. 

EiponentialgrÖBse : 75, e. 

p. 

Fabrikeubau : 72, 

Fäden, hängende: 16—18. 

Fehler, durchschnittliche, mittlere 
and wahrscheinliche; 2, D, x. 

Fehler von Näherungswerthen : 28; 
37. 

Fehlerarten und Fehlergesetze: 2, d. 

Fehlerauagteicbung, Siehe: Aus- 
gleich ungsrechnungen. 

FeblerermitteluDgen: 1—14. 

Fehlerfiguren: 74, in. 

Feblerflächen, Fehlerlinien: 2, d, 
TU, Till; 28. 

Fehlerfonneln-Daratellung: 2—7; 28, 

Flächen: 38-42. 

Fläcbaninhalteflächen: 42, u, lu. 

Flächenmeasungsfehler: 2—3; 13,111. 

FlOBserei: 54. 

Frachtsätze: 64, a, b. 

Functionen-DarBtellungan; 42, x, A. 

G. 

Gasbehälter: 51. 

Gehäudeformen, vortheilhafte: 43; 
. 49. 

Genauigkeitscurven , geodätische : 
32, A. 

Genauigkeitsuntersuchungen : 1— 14. 

Geodäsie: 2—14; 24; 28; 32, a; 35; 
87; 42, V; 46; 53; 55; 63; 67—71; 
74, m, IV; 78—80. 

Geometrie, praktische. Siehe: Geo- 
däsie. 

Gerinne und Gräben; 56. 

Geschwindigkeiten, virtuelle: 19, b. 

Gesetz -Ableitung: 82, i. 



Gewichte vonBeobachtun 
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Gewölbe: 50. 

Gewölbeflächen: 42, lv; 44. 
GewClbeschnittlinien : n4. 
Gewölblinie: 13, i; 25, f; 65, xi. 
Gleichgewicht auf einer atarven 

Curve: 31; 36. 
Gleichgewicht auf Flächen: 41. 
Gleichsteigende auf Flächen: 35, b. 
Grenzenabsteckungen : 14; 63; 71. 
Grösstwerthe: 48—74. 
Grondrissfornien fürGebäude:48;41i. 

H. 

Hängetäden von vorgeschriebener 

Form: 16—18. 
Hängewerke: 59. 
Eäusergrundrisse : 48; 49. 
HöhenmeBBuagen; 11; 12;67. (Siehe: 

Nivellements.) 
Horizontabschluss: 69. 
Hügelformen: 42, iv. 
Hjperbelfiäche, cubische: 38. 
Hyperbeln als Nachtbeilcurven: 49, 

A, d; B, a, 
Hyperboloid: 39, a. 



Kastenformen: 21, C; 42, ii; 66, a. 

Ketten, hängende, von vorgeschrie- 
bener Form: 16—18. 

Kettenbrfickenlinie,g!eichgespaiin te: 
25, E. 

Eettenconoide: 42, vii. 

Kettenlinie, gemeine : 13, x ; 25, a ; 77. 

Eettenlinie, gleichgespannte: 25, i>. 

Kettenlinie, zweinasige: 25, c: 65, xi. 

Eettenlinien für Belastuugslinien : 
1 19, A. 

] Kettenmesafehler: 7ö; 79. 

Kleinatwerthe: 48—74. 

Klostergewölbe: 44. 
j Knotenpnnktsprobleme: 72; 73, 
I Kosten für B&uanlagen: 48; 49; 81. 
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EostencurTOn nnd EoEteoMchen: 

42, IS. 
Kreuzungsprobleme; 53, o; 74, vni. 
Krümmungshalbmesfier: 20; 46. 

I. 

LaiigeQiiieB«ungeii , mittelbare: 8; 

10; 12; 13, VI; unmittelbare: 78. 
Lastenbeförderung: 32,d; 65,vn,n. 
Linien, doppelt gekrOmmte: 33 — 37. 
Linien, einfach gekrammte : 20—32, 
Ltnien, elastische: 29, a. 

H. 
MauermaaBen-MinimTim: 48; 49. 
Maiima und Minima: 48—74. 
MessungsergebnisB-DarBteltung: 20, 

a; 39. 
Messungsfehler: 1—13; 78, 
Mini mal kosten bei Bauten: 48; 49. 
Minimumponkte: 74, in. 
Mittelwerthflächen: 39, e. 

N. 
Naclitheilberechnungen: 48; 49; 53, b. 
Nachtbeilcurve : 49, a, d und B, d. 
Nüherungsformeln und Näberungs- 

wacthe:!— 14;23;37;42,V;75,C; 

76—81). 
Naturwiasenschaftliches: 19,c; 42,s, 

b; 47. c; 82, iv; Fuaanote zu 74, x, 
Nivelliren: 12, b; 55, o; 67. 
Nosologie: 43, x, a. 

0. 

Oruamentik , mathematische: 27 

6j, XII. 

P. 
l'arabel, gemeine: 20, b. 
Ffüstenwiderstandslinie: 29, d. 
Pülarmcthode, geodätische: 6. 
Pothenot'sche Punktbeetimmung 

13, V. 
PjramiJBn; 50. 
Pi'raniidBndächor: 42, iii; 50. 



ijuadratesumme , kleinste. Siehe 
A usgl flichungsrechDungen . 



Quadratform als Gebäudegrundriss: 

49, A, b und b, b. 
Querschnitte hängender Fäden und 

Ketten: 16—18. 
Querschnitte von Canälen, Qräben 

und Gerinnen; 56. 

B. 

Rauminhaltsfiächen : 42, i. 
Rechtecksberecbnungen: 2; 55, c, s. 
Reihen: 75—82. 
Richtungabeatimmungen : 63 ; 70 ; 

71; 74, ui. 
Richtungswinkel: 70. 
Bohmetze: 53. 

RUckwärtsabschneiden: 13, v. 
Rundgänge: 35, b. 



Sammelbecken: 21; 42, ii; 52. 
^bachtlothungen : 13, ix, 
Schleuaaenbau: 57. 
Schlussfehler: 67. 
SchneUmesser: 12. 
Schnittlinien für Gewölbe: 34; 36. 
Schnittpunktafehler: 13, v. 
Schraubenlinie: 33. 
Schubspannung einer Erdböschung: 

30, A. 
Schuppen: 48; 49. 
SeilcuTve: 13, x; 77. 
Seilourvenconoide; 42, vii. 
Seitwärtsabschneiden geodätisches ; 

5 13, V 
Sicherheitegrade von Messungen : 

1—14 
Sinuareihe 75 e 82 j 
Spannungen in Fäden und Ketten: 

16-18 
Spirale logarithmische 20 i 
Standorte günstigste 65 x 72. 
Strassenbau 53 65 vin is 72; 

80 81 
Strebepfeilercurve 2& 
Stützlinien 19 a 
Sj mbole vieldeutige 43 — 47 
33* 



I 



Alphabetisches SEtchenveneicbniBi 



1 



Tachj-metrie : 12. 

Tektonik, mathematische : 27; 65, xu. 

TraciruQgslehre: 55, h; 72; 74, vii 

nnd viu; 81. 
Tr&gheitsmoruentsfl&che: 42, vi. 
Tragkraft: 29, b ; 40; 58, 4; 65, i, u. 
Tragnteincarven: 27. 
Trapezflache: 13, li. 

ü. 

Debergangscurren: 24; 27; 46. 
Umwandlungsmaaastab: 76. 
ITübeatimmtheiten; 43—47; 82, ii. 
önaichei-heitsherechnmigen: 1—14. 
CnterhiiltungBkosten: 81. 

T. 

Vasenflächen: 42, vin. 

Vaaenhnien: 27. 

Veränderungsberechaungen: 1—14. 

Veranschaiilichiingen. Siehe: Dar- 
steliuiigen. 

Verkehrswege; 24; 53; 6B, vm, ix; 
72; 611; 81. 

VermeasQngBlehre. Siehe i Geodäsie. 

Vemachlaasigungen. Siehe: Nähe- 
rungsformeln. 

Vial-Centrum einer Stadt: 72, u. 



Vieldeutigkeiten: 43—47; 82. ii. 

ViereckBberechDungen;13,i;55,A,B. 
Volkswirthachaftliches: 64. 
Vorwartsabuch neiden, geodätisches: 
4; 55, F. 

w. 

Wtlrterh&nser: 48; 49. 

Wassergeschwindigkeit: 74, v. 
Waaserleitangen: 53; 56;57;74,ix. 
Waaserthtlrme: 74, x. 
Wegachsen-Tangenten: 23; 35, a. 
Wegebau. Siehe: Strassenbau. 
Wendel treppe nlinie: 33; 35. b. 
Widersprüche. Siehe: Fehler. 
Winkelausgleichung: 68. 
Winkelbeetimmung durch Längen- 
mesBungen: 7. 

Winkelfehler : 3, B, ii, Anmerkung ; 6» 
WiJlblinien: 18, k; 25, b; 31. 
Wohnhäuser: 48; 49. 
Wurzelziehen: 75, i). 



Zugkraftlinia: 32, n. 
Zuverlässigkeitsberecbnungen: 1—13. 
Zwischenmauern: 48: 49. 
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